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PREFAZIONE 
.LVel titolo di questi Elementi pensiamo si conte1~,qa -'semplice 
omag,qio ad una contin,qente opportunità didattica - qualcosa 
di pleonastico: chè la matematica ' att'lw1'iale è eminentemente 
matematica finanziw"ia , Il problema att'lw'l"iale gene1'ale, inve1'o, 
PW" ricollegandosi al concetto di p1'Obabilità, poggia fondamen-
talmente sulla nozione 'di interesse, E ad 'lm pU1'O problema 
rl'intel"eSSe si Tiduce q1wnte volte la p1'ObabiUtà che vi compa-
l"isce si suppon,qet mis'll1"ata dall''lmdà, cioè la si conside7"i t1'CtS-
fm"meita in certezza. 
La .JIatematica finanziaria ha in Italia una b'ibliog1"afia ben, 
magra, Quella parte di eS3a che 1"i,quaTda la tecnica dei pToblemi . 
d'interesse 1'imane - toltane qualche TaTa eccezione - 1'egota1'-
mente spe1'dnta qua e là: o pel' i t?"attati di comp'ldiste1'ia, e 
limitata quasi semp're a quel tanto che bctSti alla comp1'ensione 
del conto con'ente " o pel" i trattati di a1"itmetica, nlegata in b1'evi 
capitoletti complementaTi, che inse,qnanti e st'ltdenti si fanno 
bene spesso un doveTe di saltaTe a piè pa1'i , 
Qualcosa di più e di meglio è stato fatto, invece, per la pcwte 
riguw"dante i pl"oblemi att'lta1'iali. Pel' alt1'o, mentre la tecniw 
delle assiCU1'azioni vien presentata, di solito, come a sè stante, 
del tutto indipendente dalla teo1'ia dell'inte7",esse, f1'a questa e 
quella vi ha l'intimo nesso cui s'è accennato; nesso pe1' ,il q'lwle 
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a bu,on di1'itto esse possono e debbono riguardarsi q/lali capi/oli 
diversi di un' unica disciplina, 
Perciò la coordinazione 1)1,etodica iII IlIl sol corpo di rlollrillll 
e della teoria matematica del crediLo, il cui elemento /ollc!oll/el/ -
tale è l'interesse, e della teoria matematica della previllcmw, i 
cni elementi fondamen,tali sono l'interesse e la probabi7itrì , jJ//lì 
1'iesciTe non i7l1.ttile, sia da ~tn punto di vista pl'ettalll ellte 8ciel/-
tifico, sin da ~m punto di vista particolarmente pratico specie 
quando ci si cLttenga, come noi facciam,o, ai limiti /IIodesli trf/C-
ciati, per la pTima volta, in liuee prog1'ammatiche 're,qololllell -
tw'i di scuole medie statali, 
È questo il fine che mi l/CL guidato n ella compilliZiolll' del 
presente j}[anuale, Qttesta la ca,qion jJ1'ùna clte mi "a il/rlollo 
a 1'accogliere l'incitamento c01'tese e lusinghiero, venll.tomi da pi/ì 
pa1,ti, perchè a ~m tal lavoTo mi accingessi, E per tal rw/iol/ I' 
sa1'ò .r;rato a q/Lanti colle.r;hi V01'1'al/nO indicanni eventuali '/Il eI/de 
e lacune, che ,i lOl'o svolgimenti didattici /nefll io jJotrm/l/O m el -
tere in evidenza di qtLanto inizialmen:te 1/01/, possa /0 s(orzo 
a utocritico dell' a/ltoTe, 
Ci preme ancorrt di ({/Jvertil' snodo che ii presente l\lm/lla/e 
non vl/ole aumentar di ~mo il 'mtme1'O delle farra,qinose jJlld-
dinghe di formule, Jlw.r;aTi a sap01'e economico, lasciate allrt r!e-
1'ivCL SIL traoaccoli computistici, onone, secondo certo cm r!azzo , 
a t~Ltti ,gli 'usi, Il lib1'O non è, come principio, }JeT quanli, flirì 
lontani rlnlla scno/a, sotto l'assillo immanente delle (ul/ z iol/i 
aSSltnte, al/ elino più al fOTmulario , che li tTa.r;,qa, alle" lIle/w 
perl9io, d'imba1'azzo, anzi che al trattato che li cosh'inflrL (/ 'lIIIO/W 
fatiche intellettuali, Questi Elementi 801/0 (atti anzitutto p er /(/ 
sCliola; vogliono contribui're, cioè - come me.r;lio sarà loro pos-
sibile - alla fo-rmazione di elementi nuovi, i qnali si (/(/ouil/o 
alla renltà della vita, non famelici eli posticce soprastrlllllll'C', 
ma già saldi di CUltW'CL bene asSimilata, pad1'O?/i e cosciel/li de/la 
cOTrelazione pTofonda, viva e v ivificante fra la superata (f z iollf' 
della scuola e quella ben più w'dua cui si acciuf/ono , 
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Qnesto volwnetto è in massi17w 'Una r'id~tzione, entTo limiti 
elementm'i, delle lezioni svolte nel passato anno nei d~te pr'imi 
corsi del R. Istit~do SuperioTe di Studi Commer'ciali di Tor·ino. 
lVulla dirò dei modesti miei contr'ib1di e di sostanza e di fonna. 
Solo mi par' dover'oso avver·tiTe che se qU(t e là si è inb'odotto 1tn 
qlUllche sil71,bolo nuovo, esso troVCt .giustificazione o nel significato 
logico di ciò che rappTesentCt o nella mag.r;iore semplicità che per' 
esso si Tiesce a confer'iTe alle formo le. Valga un esempio 1?er' t~dti. 
L'aver' indicato , come noi abbiamo fatto, con an i il r'ecipr"oco 
di a", cioè il termine costante del.!' ammoTtamento unitario, e 
con O"n il r'ecipr-oco di sn' cioè il ter"mine costitutivo del capi-
tale unitaTio, ci ha permesso di metter'e in facile evidenza al-
cune r'elazioni fTa queste due fondamentali nozioni, mer"cè le 
qZUlli molte delle fOl'mole che Ticor'rono nello studio delle nndite 
e dei prestiti acquistano spigliatezza e semplicità inspende. 
Abbiamo distinto questi Elementi in b'e parti. Nella pr'ima 
abbiamo r'(tggntppato alcltni capitoli introduttivi, nei quali il 
calcolo approssimato (grafico e numerico) ha breve tr-attazione, 
così come il calcolo combinatorio e l'interpolazione. Sono q~testi 
molto negletti argomenti, rrw di indispensabile conoscenza pelO 1m 
qualsiasi studio, sia puro modesto, di applicazioni matematiche . 
.LVella seconda parte abbiamo compr'eso la teoria matematica 
del credito, cioè lo stu,dio metodico delle operazioni fina11,ziarie 
derivanti dalla sola nozione concr-eta di inter·esse. Si sono 'r'ag-
gntPIJate in 1m breve CalJitolo le operazioni a breve scadenza, de-
rivate dall'interesse semplice (depositi e scont'i, anticipazioni Stt 
titoli, oper'azioni di bOl"sa e di cambio), riservando più ampio 
svolgimento allo studio delle operazioni a luuga scadenza, deTi-
vate dall'interesse composto (Tendite certe, ammor·tamenti, pr'e-
stiti per' obbligazi017'i, ecc.). 
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L(t terza parte comprende la teoria matematica. clella prc\'ic1enzn, 
cioè lo studio metodico delle operazioni fil/al/ziarie d,eri l'fl I/ti dal/e 
nozioni di interesse e di probabilità, Un primo capitolo pertallto. 
è riservato al calcolo delle probabilità; un secol/do alla (t'oric;) 
della mortalità; un terzo alla tecnica delle assicurazioni, 
Per la lettura e la comprensiolle del tl'attato si preslIppol/e la 
sola conoscenza de,r;li elementi di algebra e di ,r;eometria, secol/(Io 
nogliono i pro.r;rammi delle scuole commerciali di 3') grado o 
istituti C0I1U17,81'cial i, Di qua7che nozione complemelltare, CIIi 
eventualmente sia fatto 1'i!e1'imenlo lIel tesio, sard, dato, iII agili 
caso, breve cenno in nota, 
Qua/che capitolo o paragrafo che, a 1'i.r;or di terlilini, possa 
considerarsi trascendente la lefte1'(t, se non lo spirito, dei pro-
grammi regolamenta7'i, è se,qnato con asterisco; ed è del re810, 
reso autonomo così che, quando lo si vo,r/l'ia, si possa SfIlza i1l-
convenienti t1'aSCll1'(l1'e, 
Per ogni questione trattata, è svolto poi sempre Wl ql/alclw 
esempio nll1nm'ico tmtto cla71(f, realtà dei fatii, la cui teoria ci 
OCClljJO, 
Torino, 1915, 
}', L 
AVVERTENZE 
- Quanto, all'infuori degli esercizi svolti o proposti, si trova in carat-
tere minuto, può essere in una prima lettura, senza inconvenienti per la 
continuità logica della trattazione, trasc1,lrato. 
- Il capitolo I della Parte I, il capitolo I della Parte II ed il para-
grafo 3 del capitolo I della Parte III, segnati tutti con asterisco, escono, 
a rigo l' di. termini, dai limiti del programma di matematica finanziaria 
delle scuole medie di commercio di 3° grado (Decreto ministeri aIe 20-IX-1913). 
Essi sono resi, pertanto, autonomi dal resto. 
- Le tre parti in cui è diviso il libro si distribuiscono in capitoli, 
capitoli in paragrafi, i paragrafi i n articoli. 
Il numero d'ordine degli articoli è progressivo per ogni parte. 
Il richiamo di un articolo precedente vien fatto mediante il solo numero 
d'ordine dell'articolo, se esso è richiamato nella medesima parte che contiene 
l'articolo; col numero dell'arti.colo seguìto da quello in cifra romana della 
parte, se richiamato in altra parte. 
- Molte formole hanno un numero d'ordine: esso è progressivo per 
ogni capitolo. 
Una formola ri chiamata col solo numero d'ordine si trova nel medesimo 
capitolo in cui è richiamata; se richiamata col numero d'ordine seguìto 
da un numero in cifra romana, si trova nella medesima parte, ma nel capi-
tolo rispondente alla cifra romana; se richiamata, infine, col numero d'or-
cline seguìto da due numeri in cifra romana, essa si trova nel capitolo e 
nella parte corrispondent i a questi due numeri. 
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PreliIninari algebrici e geolnetrici. 
OAPITOLO 1. 
Calcoli di approssimazione. * 
§ 1. - Elementi di calcolo grafico (1). 
1. Generalità. - Un metodo di calcolo approssimato, che può 
riescire utile e speditivo nella pratica delle operazioni aritmetiche 
e nella risoluzione di equazioni a coefficienti numerici, è il me-
todo grafico. Si vuoI qui appunto accennare alla esecuzione, per 
mezzo di segmenti rettilinei, delle operazioni aritmetiche e alla 
l'isoluzione delle equazioni numeriche. 
Scelto su di una retta un punto O come origine dei segmenti, 
stabilito il verso positivo e il negativo, e assunto un segmento 
arbitrario, come unità di riferimento (modulo ), si definisce fra i 
numeri reali e i punti della retta una corrispondenza, mediante 
una ipotesi determinata. Se questa ipotesi si concretizza in una 
funzione f (x ) del numero x, al punto P di ascissa x p corrispon -
derà lill numero reale n definito da 
xp=rn ·f (n) 
(') Questo paragrafo è sostanzialmente ricavato dall'arti001o CCtlculs nUlli l· 
"iques di MEHMKg-D'OCAGNE, in ' Enc,ljclopédie des sciences mCtthématiques "' t. I, 
v. 4, fasc. 3, pago 325 e seguenti. 
Ix-sor .. ERA , El.em . di ]t[atematicu, ecc. 
-~-
essendo In il modtùo scelto. Il numero n si uol dire anehc quota 
elel punto P di a cissa Xl) ' 
Se accanto ai punti .'C,) si notano le corrispondonti quote 1/, 
si costruisce la scala elei vn10ri della funzione f (x). 
In particolare se la legge di corrispondenza è el ° unita, t1nlla fun-
zione f (x) = kx, con k costante, sarà x p = m . k . n o le qnotc~ elci 
punti della retta saranno proporzionali alle rispettive ascis. e. 
I punti quotati . ... . - 2, -1, O, 1, ~, . .. .. risul La.no allora 
equidistanti e si dice che formano una scala regoZm'e o metrica. 
Il modulo di questa scala è il segmento compreso fra dne lmnj.i 
le cui quote differiscono eli nnfL unità. 
Se la legge eli corrispondenza è clennita ela. 
f (x ) = mlog,'C 
sarà. 
x p = mlogn. 
Si dice in tal caso che i punti clella retta, corrispondenti ai nu-
meri naturali 1, 2, 3 .... , formano una scala Zo.r;arilillica. 
Il modulo di questa sca1a., se si tratta di logaritmi c1ocimnli, è 
il egmento compreso fra i punti quotati 1 e 10, perchò per <'Rsi 
è log 1 = O e log lO = l. 
Noi ci limiteremo all'applicazione della scala metrica c, per 
ma,ggiore semplicità, supporremo ii rapporto eli ]Jroporzionali tù 
eguale all'unità. 
2. Addizione e sottrazione. - Dati due numeri 1'0,11 i Il, o 1/2 ' 
essi sulla scala metrica avanti definita sono quote eli due punii N t 
_ 2 _1 O 
• I , , , , , , , , , I , ' , , , " , I ' , ' , ',', ., 
o N, o 
Fig. 1. 
f 
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, , , , , I ' , ' , 
S 
e N2 , essendo zero la quota del punto O ongme. Per SOmmal'Cl i 
due numeri n i ed n 2 basta far scorrere il segmento ONi snlla 
retta che lo sostiene nno a far coincidere la sua origine O ('01 
punto N~; l'altro estremo N j del segmento verrà a coincidere con 
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un punto S, la cui quota è la somma dei numeri dati. Se si vuole 
la differenza n 2 - n 1 si farà scorrere il medesimo segmento ON 1 
sulla retta sostegno fino a far coincidere l'estremo N t col punto N2 ; 
l'estremo origine O verrà allora a coincidere con un punto D, la 
cui quota è appunto la differenza cercata. 
Queste due operazioni derivano dall'unica fondamentale 
(1) 
1I1 cm n 1 , n 2 , n 3 siano le quote di tre punt.i N j , N 2 , Na. Facendo 
scorrere il segmento N2 N t fino a che il suo estremo N2 coincida 
con N 3 , l'altro estremo coinciderà con un punto X, la cui quota 
dà il numero x richiesto. 
Con riferimento a questa operazione, l'addizione n j + n 2 sarà 
definita da 
e la sottrazione n j - n z sarà definita da 
Analogamente si potrà scrivere: 
cioè si ricade nell'operazione fondamentale (1). 
3. Jloltiplicazione e divisione. - Si consideri adesso l'ope-
raZlOne 
(2) a x= bC' 
Per costruire la quota x del punto X osserviamo che i punti 
A, B, C, X di quote a, b, c, x sono gli estremi di quattro segmenti 
di comune origine O, i quali formano la proporzione 
OA:OB= OX: OC; 
epperò possono considerarsi come coppie di lati omologhi in due 
triangoli simili. Se supponiamo (il che è sempre possibile e torna 
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comodo perchè semplifìua la costruzione) ehe i due triangoli ah-
biano un angolo O comune (Y. fig. 2), la parallela condotta per A 
c 
o A B 
Fig. 2. 
al lato opposto all' angolo 0, incontra il lato 00 nel punLo X , la 
cui quota dà appunto il numero x richiesto (Teorema di TaleLo! . 
Se nell'operazione fondamentale (2) supponiamo u = 1, essa si 
riduce alla moltiplicazione; e se vi supponiamo inveco c-l, e~ s a 
si riduce alla divisione. Quoste clue operazioni sono élllnqlle C'a. i 
particolari compresi nell'operazione più generale (2). 
Ma un metodo più gener ale di calcolo è il seguente, dovuto li 
J. Massau : 
4. Metodo generale del Massau. - Si voglia trovare il punto Z 
la cui quota sia definita ela 
Oonsideriamo le successioni el i numeri 
(A ) a l a2 a~ . . , .. 
(B ) bl b2 b3 · . •• . 
(O) Cl c2 c~ ..... 
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Se 
i moduli a, S, 'f, afferenti alle tre successioni rispettivamente, de-
vono essere tali che aJlo stesso modo come 
si abbia 
n:S=l:'f. 
Dati dunque a, B, 'f, si determina agevolmente l. 
Ciò premesso, stabiliamo un sistema di assi ortogonali X Y e, 
assumendo il loro punto d'incontro O come origine, costruiamo su 
(lUesti assi delle scale metriche, in guisa che sull'asse Y si deter-
minino i punti A. le cui quote di modulo a siano i' numeri 
della successione (A); sull'asse X si. determinino i punti Bi le cui 
quote di modulo S siano i numeri della successione (B) col segno 
mutato; e, infine, sul medesimo asse si costruiscano i plmti Ci le 
cui. quote di modulo 'f sieno le successive somme 
dei numeri della successione (C). Da questi ultimi punti si condu-
cano le parallele all'asse Y e, dopo costruiti i segmenti A, BI, 
Az B 2 , A3 B3, ..... , dall'origine O si conduca la parallela ad Al BI 
fino ad incontrare in Z, la parallela all'asse Y per Cii da questo 
punto Zi la parallela ad Az B. fino ad incontrare in Zz la pa-
rallela all'asse Y per C2 e cosÌ via. 
Dico che l'ordinata del punto estremo dell'ultima delle paral-
lele così costruite misura il risultato z dell'operazione. 
Infatti i due triangoli O Al BI e O Ci Zi sono simili; epperò 
Se da Zl conduciamo la parallela all'asse X fino ad incontrare CzZz 
" 
" .
/~ 
.1 
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z 
x 
Fig. 5. 
in Z'11 il triangolo Z', ZI Z2 sarà simile al triangol o B2 A2 0; appurò 
si ricava 
e allora 
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()ioè, infine: 
La dimostrazione procede nello stesso modo per tutti i. succes-
sivi termini; sicchè il nostro asserto risulta dimostrato in gel1e-
Tale (I). 
Si consideri, per esempio, l'espressione numerica 
-El sia 
_3-4-~3+~6=~ 
-5 8 5 40 
a=l, 1 a= - , 2 
Le successioni (A), (B), (C) saranno le seguenti: 
(A) 
(B) 
(C) 
3 
-5 
4 
5 
8 
-3 
8 
6 
Essendo a = 1, i punti A t , Al, A3 di quote 3, 5, 8 rispettivamente sono 
subito costruiti sull'asse Y (vedi figura 3). 
Essendo ~ = ~ bisognerà costruire sull'asse X i punti di quota 
5 
2 ' 
3 
-essi sono rispettivamente i punti Bjl B2 e B3· Infine poichè '( = 4" biso-
gnerà costruire sul medesimo asse X i punti Ct , Cl' C3 di ascisse 
3 
ct =4"4=3, 3 3 c2 =3-34" ="4' 
3 3 21 
c3 ="4 +6"4=4· 
Con questi dati eseguendo le costruzioni della figura si trova 
li) Tutte le openLzioni di calcolo grafico possono ricondursi a questa costru' 
:zione fondamentale. 
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3 3=-.!...':.=-36 
5 5 ' 
2 
.5 -9 
Z2 = - 3,6 + 8 ' 4 = - 3,6 - 2,8125 = - 0,-1131'> 
+ -2 
e finalmente 
Z = - 6,-1125 + - 5 . l: = - 6,-1125 + 1-1,-1 = 7,\187.-" 
+2 
Poichè poi 1 . 3 
l=~= 4 
~ l 
~ 
3 
2 ' 
3 il valore dell'espressione immel'ica data moltiplicato per il modulo z: - Il ' 
deve riprodurre il valore z = 7,9875 trovato. Viceversa, dividendo qupst() 
per ~, si deve trovare il valore dell'espressione data: invero 
~75_ = 213 = 5 325 3/2 40 ,. 
Ora la figura riproduce con molta approssimazione il valore di z = 7, 987,'j. 
(Dalla figura tal valore parrebbe 8 e quindi il valore approssimato dcl-
respressione data sarebbe 136 = 5, 333; ma se calcoli grafici come questi 
si eseguono su carta millimetrata, l'approssimazione pnò essere soddisfacente 
in ogni caso). 
5. ~Ietodo di Lill per la risoluzione dell'equazione di 2" gl'~l(lo. 
- Si cerchino le radici dell'equazione generale eli 2° gl'ado: 
ax2 + bx + c = Q. 
Si costruisca una sllezzata ortogonale di tre bti, tale cioè ch~ 
due lati consecutivi siano perpendicolari fra loro e i tre lati misu-
l'ino, secondo una scala ]Jl'e5tabilita ad arbi.trio, i coefficienti a, V, (; 
dell'equazione. La direzione d'un lato viene determinata da quella 
del lato precedente, intendendo originato quello da questo mpdiant~ 
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una rotazione di 90° nel verso positivo (inverso del movimento 
delle la,ncette d'un orologio) o nel verso negativo, secondo che i 
clue coefficienti corrispondenti sono del medesimo o di contr ario 
segno. 
Congiungendo gli estremi della spezzata, le asci,sse, contate 
dall'origine del terzo lato della spezzata, dei due punti del secondo 
lato che distano dal punto di mezzo di quella congiungente di 
tanto quanto tale punto dista dàgli estremi della spezzata, risol-
vono l'equazione. Invero la loro somma cambiata di segno è uguale 
alla misura del secondo lato e il loro ]Jl'odotto è uguale alla mi-
sura del terzo lato della spezzata C). 
ESElIPIO. - 8i costruiscano le 1"adici dell'equazione 
:.c2 + x -2 = O. 
I coefficienti sono l , l e - 2. Scelto ad arbitrio il segmento unit:1rio e il 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
r 
r 
o 
--- _____ . ____ --..,...-~---_I-_-----_':..~----
M B 
A 
r 
r 
I 
I 
I 
c 1\1 I i/ 
Fig. 4. 
(i) Il metodo da noi accennato prende le mosse dall a costruzione di LILL 
(cfr. " Ellc. Sc . .lfath. "' art. ci Lato) , ma ne differisce nella seconda parte. 
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verso positivo del primo segmento, si costruisce, con la regola anzidelta, 
la spezzata ABOD i cui lati sono 
AB=l, BO= 1, OD = -2. 
Detto O il punto di mezzo della AD, congiungente gli estremi della spez-
zata, i punti M, N su BO, tali che sia OM = ON = OD, hanno per ascissE' 
dall'origine 0, rispettivamente OM = - 2 e ON = 1, che sono le radiei 
ri ch ieste . 
Il procedimento usato per l 'equazione di secondo grado può con 
ulteriori considerazioni estendersi al caso di equazioni eli gradI) 
supenore. 
6. lIeto do di Van den Berg per la risoluzione dei sistemi di 
equazioni lineari. - Si consideri il sistoma eli duo equll,zioni li-
neari fra elue incognite: 
ml :r + nly = Pl 
mzx + n 2 ?J = P2 • 
Vogliamo riMI verI o graficamente. 
Su due orizzontali Xl e Xz si conduca ad arbit.rio una trasver-
sale Y e si assumano i rispettivi punti d'incontro 0 1 ed O2 della Y 
con XI e X 2 come orig ine dei segmenti costruiti su queste dllo 
rette con scale arbitrariamente scelte. Si costruiscono cosi i punti 
MI, N" P I di ascisse n~l' nu Pl e Mz , Nz, P 2 el i asciRse 11/,2' ?/~ , }J 2 
rispettivamente su XJ e Xz. 
Per eliminare un'incognita, per es. y, si trovi il punto d'in-
contro 0" con Y della N I N2 , congiungente i punti N I e N2 di 
ascisse n j e n z, e da 0" si conduca una orizzontale che incontror:\ 
nei punti M", P" le MI Mz e P, Pz , congiungenti rispettivamento i 
punti MI e M 2 di ascisse mi e ?nz e j punti P I e P 2 eli ascisse ]11 
e pz. I punti M", P" definiscono dall'origine 0" un'equazione' 
m"x = p" 
che non contiene la y e permette l'immediato calcolo di "". 
Analogamente, conducendo una orizzontale per il plUlto O' rl'in-
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contro della Mi M2 con Y, si determinano su Ni N2 e P i P 2 due 
punti N' e P' che definiscono dall'origine O' l'equazione 
n'y=p', 
che non contiene x e permette l'immediato calcolo di ?l. 
y 
N, 1'1, P, 
----_._{'!"._._.- ~'.~:'-----
\. p~ 
, 
, 
, 
" ' 
, 
, 
, 
x, 
x. 
, 
_ . _._._ . _._ ~ _.~~~. _ ._- _ . _.-
N' 
Fig. 5. 
il procedimento è generale per un qualunque sistema di n equa-
zioni lineari con n incognite (i). 
ESEMPIO. - Si risolva il sistema 
4x-3y= 5 
2x+3y=7. 
(i) La esposizione di VAN DEN BERG è più complessa. La semplificazione del 
testo è dovuta a MERMKF. (cfr. 'Ene. Se. Math.", art. citato). -
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In tal caso, tracciate le rette Xl' Xz e Y, sarà (V. figura [l) 
È facile ri conoscere allora che hl" è intermedio fra O" e P" e per~iÌ) 
x=2 
ed è evidente che i due punti N' e P' coincidono, siccbè 
!J = 1. 
ESERCIZI 
1. Si costrui ca col metodo eli Massau il segmento misura delle seguent.i 
espressioni: 
(a) 
(b) 
5 2 cl l 
-3--5--·-4 7 9 3 (a = ~ = 1 , 'f = ~) 
(a=~='f=l). 
2. Col sistema di Lill si trovino le radici delle equazioni: 
a) 
b) a;2 + 5x + 2 = O. 
3. Col metodo di Van den Berg si risolva il sistema: 
~x+y=3 
) x- Y = 1. 
~ 2 
§ 2. - Calcolo numerico. 
7. Errore assoluto e errore relativo di un nllmero approssi-
mato. - Quando in uu numero decimale le cifre a destra clella 
virgola siano più di quante bastino agli scopi cui il nllme)"() 
serve, di solito, si trascurano le cifre in più, aumentando (1i nno 
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l'ultima cifra conservata, se la prima di quelle soppresse è 5 o su-
periore a 5. Con ciò si a1Totonda il numero e se ne assume un 
valore app1·ossimato. L'approssimazione dicesi per eccesso quando 
si sia dovuta aumentare di una unità l'ultima cifra conservata, 
altrimenti si dice per difetto. 
Se del numero 56,174587 si vogliono conservare le prime due cifre 
decimali, si assumerà come valore approssimato del numero: 56,17; se 
invece si debbano conservare le prime tre cifre decimali il valore appros-
simato sarà 56,175. Il primo sarà approssimato per difetto, il secondo 
per eccesso. 
Si dennisce e1Tore assoluto di un numero arrprossimato (numero 
approssimato diremo, con frase ellittica, invece di valore appros-
simato di un numero) il valore assoluto della differenza fra tale 
numero e il numero esatto cui si sostituisce. 
È invece err01·e 1·elativo il rapporto dell'errore assoluto al nu-
mero esatto. 
L'errore relativo si presta, meglio dell'errore assoluto, per mettere 
in evidenza il grado di approssimazione del numero approssimato; 
ma bene spesso nei calcoli ci si limita alla ricerca dell'errore asso-
luto, che più facilmente può essere determinato. 
Con riferimento al precedente esempio numerico, è 
56,17 - 56,174587 1 = 0,004587 
l'errore assoluto (per difet.to) del numero approssimato 56,17, e 
I 56,17 - 56,174587 I = 4587 000008 56,174587 515174587 = , .. . 
il corrispondente errore relativo. Ed è 
56,175 - 56,174587 = 0,000413 
l'errore assoluto (per eccesso) del numero approssimato 56,175, e 
413 
56174587 = 0,000007 ... 
l'errore relativo corrispondente. 
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~el primo caso, In cui l'ultima cifra couservata rappresenta centesimi, 
l'errore per difetto è minore di mezzo tentesimo; nel secondo caso. in cui 
la t.:ifì:a arrotondata rappresenta millesimi, I" errore per eccesso è minore 
,li mezzo mi ll esimo. 
È facile inferixne, m Dnea generale, che quando si trascurino 
delle cifre decimali si commette un errore assoluto minoro di 
mezza unità dell'ordine dell'ultima cifra conservata, errore per oc-
cesso o per difetto econdo ohe tale cifra si sia arrotondata o no. 
8. Principio generale di approssimazione numerioa. - I pro-
blemi di approssimazione numerica si possono ricondurre a duo 
fondamentali: a) per un risultato di data approssimazione stabi lire 
il grado di approssimazione dei numeri su cui si opem; b) ope-
rando su numeri di data approssimazione determinare il graelo eli 
approssimazione del risultato. 
il primo, nella sua enunciazione generale, è indeterminato e eli 
esso si potranno avere soluzioni particolari in rispondenza a pos-
sibili condizioni restrittive. 
~oi limiteremo il nostro esame al secondo e più importante elci 
due problemi. 
Siano 
(3) 
Il valori G),ppro;:;simati dci numeri esatti 
.( ,1) 
Se t:. a, è una quantità positiva determinata non infcriore al-
l'errore assoluto di a'" soddisfacente cioè alla condizione 
(5) (i =1,2 .... 1/), 
ogni numero esatto ai resterà compreso fra i due valori a'i - t:.(( i 
e et'; + t:.ai ' Si dirà t:. a, confine superiore dell'orrore di (li' 
Se E (a';) e E (ai) rappresentano il valore approssimato e il va-
lore e atto di una qualunque espressione E, secondo che tal valoro 
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sia calcolato mediante i numeri (3) ovvero nnmen (4), l'errore 
assoluto bE di E (a';) sarà 
(6) 6E = I E (a'i) - E (a;) I· 
Adesso si scelga 6. ai , soddisfacente alla condizione (5), in' guisa 
che, se al numero approssimato a'i sostituiamo il numero appros-
simato a'i + 6.ai (intendendo preso il segno + ovvero il segno -
così che per effetto della sostituzione il valore assoluto dell'espres-
sione risulti il maggiore possibile), sia soddisfatta la condizione: 
ovvero, detto 6.E l'errore assoluto di E (Ct'i + 6. ai), per la (6) e 
la (7) : 
(8) 6.E > 610. 
Quando poi si consideri la differenza' : 
(9) 
- E (a'!, a'z ... a"i ' a'H! + 6.aH !' .. a'n, + 6.a.J I 
e si faccia la somma di tutte le eguaglianze che si ottengono 
dalla precedente, dando ad i tutti i valori interi da 1 ad n, poichè 
- come è noto dalle prime nozioni d 'algebra - il valore assoluto 
d'una somma è non maggiore della somma dei valori assoluti dei 
t ermini, avremo: 
n 
(10) };i6 ;E >- I E (a't ± 6.a! ... a' n ± 6.an ) - E (a'l' .. a',,) I. 
l 
In vero nel secondo membro, entro al segno di valore assoluto, 
verrebbe una somma di termini a due a due uguali e di segno 
contrario, tranne il primo del secondo membro della prima ugua-
glianza e il ~econdo del secondo membro dell'ultima; quelli si eli-
minano, questi due rimangono, come indica il secondo membro 
- 16 -
della di uguaglianza (10), Ma questo econdo membro non l' C'hl' 6. E. 
perciò 
n 
6.E <:: :E,. 6., E 
l 
e allora, per la (8), SI conclude a fortiori: 
(11) 
È 6. i E, per il suo criterio di formazione, l'orrore assoluto par-
ziale dell'espressione E quando in essa, lasciando invariato ogl11 
altro numero che vi comparisce, si sostituisca a'i con a'i ± 6.0, 8('-
condo le convenzioni fatte; esso è pertanto maggioro od l1gnalP, 
in valore assoluto, all'errore parziale de]]a medesima ospressione, 
per il fatto della sostituzione di ai con a'i' 
La relazione (11) permette dunque di stabilire un confino fmpc-
riore dell'errore assoluto del risultato E in base a confini sn]1ol'iol'j 
degli errori assoluti, parziali determinati nel risultato medesimo 
dalle approssimazioni elei numeri che vi compariscono (I). 
L'importanza di questo l'i ultato sta nel fatto che esso permette 
la determinazione del grado di approssimazione d'un risuHa,Lo anche 
quando non si conoscano i valori esatti dei numeri a]J !ll·os.·imnti 
su cui si opera, purchè di questi ultimi si abhia un confìne i'llllf'-
Tiore dell'errore. 
9. Errore assoluto di una somma algel)rica. - In llarLicolan· 
si supponga E somma algebrica eli più termini approssimati, per 
esempio: 
E = 0'( - a'2 + a'a. 
Bisogna sostituire ad a'i il termino a'i + 6a, ( i = 1, ~, :3) ('()sì 
che il valore assoluto di E l'i ulti aumentato: l'i dovrà eonsirlcmm· 
(I) Questo risultato, da noi dedotto elementarmente, concorda, in sOHtallza, 
con la proprietà generale stabilita dal GUYOU coi metodi flifferrnziali (v. 'Nole 
Sltl' les appl'oximations numb'iques, • NOlt!'elles Annales de M((lhé1l1rtlirfl/ell,. 
1889, pago 168 e seguenti). 
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perciò il segno + per i = 1, 3 e il segno - per i, = 2. Avremo 
allora per la (9): 
Si conclude, per la (11): 
Se, in particolare, si conosce la precisa misura bai dell'errore as-
soluto dei termini, poichè 6.ai 2:: [a'i - ai J = bai ' ci si riduce a 
~ioè: l'ermre assoluto di una somma algebriC({, è a7 più eguale 
alla somma de.gli errori assoluti dei teTmini. 
lO. Errore relativo di un prodotto, di una potenza, di un quo-
ziente e di una radice. 
simato: 
a) Si consideri un prodotto appros-
E= a'l a'i' 
Bisognerà assumere 6.ai col segno + sia per i = 1, sia per i = 2. 
Perciò 
IN8oLERA, Elem. di Matematica, ecc. 2 
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sicchè 
Se si conosce il valore esatto al CL! del prodotto e la misura degli 
errori assoluti dei fattori, poichè 6a;? ha , = I a'; - ai I, dividendo 
ambo i membri della precedente relazione per al ([2 si h(1: 
E poichè l'ultimo termine è da considerarsi numericamente tra-
scurabile, nei limiti di approssimazione considerati, perchò in 
ogni caso hai è molto piccolo rispetto ad a;, si può seri VPl'e : 
Ma è 
perciò, sostituendo e trascurando i termini in ha I ha 2, per la ragione 
di cui sopra, si conclude: 
cIOe: l'errore relativo di ~Ln p1"odotto è non maggiore della 
somma degli e1"rori relativi dei fatt01"i. 
b) Se fosse 
si concluderebbe 
perchè E non è che un prodotto di 'In fattori. 
e) Così come si è fatto per il prodotto, SI potrebbe proce-
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dere per un quoziente : SI perverrebbe allora agevolmente alla 
condizione 
hE <: hai + ha~ , 
_ai Ct l a z 
Ctz 
clOe: l'erro1'e Telativo d'un quoziente è non maggiore della 
somma dell'errore relativo del dividendo e dell'err01'e relativo 
del divis01"e, 
d) Infine se fosse 
m 
E= Va', 
m l 
siccome Va' = a';;, Sl concluderebbe : 
Chiudiamo il paragrafo col seguente 
ESEMPIO. - Si calcoli un confine superi01'e dell'er?'ore assoluto del risultato 
quando gli elementi numerici dell' esp1"essione 
E = 10,208 X 10,24 
9,453 
si an'otondino nella penultima cifra decimale. 
È al = 10,208 az = 10,24 
a', = 10,21 a'2 = 10,2 
Sarà 
bai =0,002 ba2 = 0,04 
siccbè, posto 
avremo: 
o ancbe 
a3 = 9,453 
a/3 = 9,45. 
ba3 = 0,003; 
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Avremo poi 
o, infine, 
E invero 
perciò 
bF-,-- < ~ + bet3 
E - P (l3 ovvero 
bE::; 0,046 + 0,033 = 0,079. 
ECo) = 11,06 ECo') = 11,02 
bE = ' (E Ca') - E Ca) I = 0,04 < 0,079. 
ESERCIZI 
1. Si dimostri che se di un numero esatto con m cifre intere ed 11 
decimali si trascurano le ultime lc ::; n cifre, l'errore relativo del numero 
. t 1 
approsSlma o è < lom+n-/,-l' 
2. Quante cifre esatte può avere il prodotto di due. numeri dei fluali' 
sono esatte m cifre dell'uno ed n dell'altro? 
3. Se delle cifre di un numero ne sono esatte m , quante potranno 
essere le cifre esatte della sua radice quadrata'? 
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OAPITOLO. II. 
Elementi di Analisi combinatoria. 
§ 1. - Disposizioni, permutazioni, combinazioni. 
11. Disposizione, permutazione e combinazione. - Si conside-
rino rn elementi od oggetti qualunque : 
sui quali nessuna ipotesi si faccia, all 'infuori che siano distinti 
fra loro. 
Diremo disposizioni n ad n degli rn' elementi (n < rn), tutti i 
gruppi, ciascuno di n elementi, presi fra gli rn dati, tali che due 
gruppi qualunque risultino diversi o per l'ordine secondo cui gli 
elementi sono disposti o per un qualche elemento. 
Se in particolare fosse n = m i gruppi non potrebbero differire 
che per l'ordine degli elementi, poichè in ogni gruppo si trovereb-
bero tutti gli elementi. In tal caso le disposizioni prendono il 
nome particolare di permutazioni degli m = n elementi. 
Se nella ipotesi di n < m si prendono in considerazione soltanto 
tluelle disposizioni ciascuna di n elementi, tali che due di esse 
differiscano in ogni caso almeno per un elemento, esse si diranno 
più particolarmente combinazioni n ad n degli m elementi. 
Si sogliono indicare con i simboli: 
Dm,. ; P,, ; 
rispettivamente il totale numero delle disposizioni n ad n di m 
elementi, il totale numero delle permutazioni di n elementi e il 
totale numero delle combinazioni n ad n di m elementi . 
- 22-
Discende dalle definizioni stesse che nel totale numero delle di-
sposizioni n ad n di m elementi, i comprendono tutte le combi-
nazioni possibili 1Z ad n degli m elementi e tutt le permutazioni 
che si possono formare su ognuna di queste combinazioni. ic<:hio-
il prodotto di Om,,, per P " non può non riprodurre Dm, ". Si ha 
dunque: 
(1) Dm, .. = Cm,n X P". 
12. Numero delle disposizioni. - Cominciamo dal ca.lcolare il 
valore numerico di Dm, •. 
Osserviamo perciò che per n = l, ogni disposizione essendo <':0-
stituita da un solo elemento, non sono possibili disposizioni di-
stinte per l'ordine e si passerà da una disposizione all'a.lLrn. pas-
sando da un elemento all'altro fra gli m. Il numero totale dello 
disposizioni ciascuna di un elemento non può dunque non os~oro 
pari al numero degli elementi; cioè si ha: 
Dm,I=1n. 
È facile riconoscere poi che ciascuna di queste disposizioni, as-
sociata con gli m -1 elementi rimanenti, dà origine a 111 - 1 di-
sposizioni, ciascuna con due elementi. Di disposizioni con due ele-
menti se ne possono costruire pertanto in tutto: 
Dm,~ = (m -1) Dm,l. 
Analogamente da ogni disposizione con due elementi, si possono 
ricavare, associandole agli m - 2 elementi rimanenti, 111 - 2 di-
sposizioni, ciascuna di 3 elementi. ~ perciò il totale numero dOlJ8 
disposizioni 3 a 3 di m elementi sarà: 
Dm,3 = (m - 2) Dm,? 
Proseguendo nella istessa guisa succes::ìivamente por le disJloi)i-
zioni 4 a 4, 5 a 5 ... supponiamo di aver costruite le disposizioni 
Dm, ,,-I ciascuna con n -1 elementi e di aver trovato: 
- 23 -
Dm.4 = (m - 3) Dm.3 
Dm.5 = (m - 4) Dm,4 
Dm.n-I = (m -n + 2) Dm.n-2. 
Si passerà dalle disposizioni ad n-l ad n-l alle disposizioni 
ad n ad n associando ciascuna disposizione con n -l elementi 
agli m - n + 1 elementi rimanenti, e perciò si avrà ancora: 
Dm ... = (m-n + 1) D""n-I. 
Se adesso si moltiplicano membro a membro le n eguaglianze 
precedentemente scritte, si ricava : 
Dm,! . Dm.2 . Dm.3 . .. .. Dm.n-I . Dm.n = 
= m (m -l) (m-2) ... (m-n+2) (m-n +1) Dm.l. Dm.! ..... Dm.n-l . 
Dividendo allora ambo i membri di questa relazione per il fat-
tore comune Dm.l. Dm.2 ... Dm.n-I, che in ogni caso è diverso da 
z ero perchè m non può non essere intero e positivo, ci si riduce 
infine a 
(2) Dm.n.= m (m -1) (m -2) ... (m -n + 2) (m-n + 1). 
Questa relazione ci dà il numero delle disposizioni n ad n di 
m elementi, dati m ed n . 
Alla (2) si può dare una forma che può riescire utile nel se-
guito. 
Moltiplicando e dividenc10 per il prodotto 
1.2 .3 ... (m - n - l ) (m - n ), 
~he si suoI chiamare fatt01-iale del nume1'O m - n, e suoI inclicarsi 
~ol simbolo 
(m-n) !, 
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la (2) assume la forma: 
D - m (m- l ) ... (m, -n +1) (1/1,- n) (m-n -1) ... 3.2.1 
m," - (m-n) ! 
Ma 
1.2.3 ... (m - n) (m - n + 1) ... (m -1) 111 = m! 
dunque 
(3) D _ m! 
m,n - (m -il)! 
ESERCIZIO. - Con delle schede si son potuti formare 12 gruppi cinscuno 
di due schede, diversi l'uno dall'altro o per l"ordine secondo cui son 
disposte le schede o per una qualche scheda: si vuoI sapere quante sono 
le schede diverse l'una dall'altra. 
Se x è questo numero, per la formola (2) dovrà essere 
12 =x(x-1), 
perchè in tal cnso è n = 2 e D~,2 = 12. 
Il problema è risoluto perciò dall'equazione di 2° grado 
le cui radici sono date da 
X2 - x-12 = 0, 
l + ~ 1+48 
x= - 2 
È perciò x, = 4 e "/;2 -= -3. Questa seconda radice non risponde al pro-
blemail quale non ammette che soluzioni positive. Pertanto x = 4 è l'unica 
soluzione del problema. 
Le schede distinte sono cioè quattro. 
13. Fattoriale di zero. - Se jn particolare è m = n = 1 sarà 
anche m - n + 1 = 1, cioè il secondo membro clelIa (2) si rjduce 
all'unità. 
Per la (3) sarà allora: 
I! 
D"t= -01 = 1, 
cioè 1!=0! 
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ma, per la definizione stessa di fattoriale, è 
l!=l, 
dunque deve convenirsi che sia anche 
(4:) O!=l, 
sebbene il fattoriale di zero per se stesso non abbia significato 
alcuno. 
U. Numero delle permutazioni. - Ricordiamo adesso che quando 
sia In = n le disposizioni si riducono a permutazioni. il numero p .. 
delle permutazioni di n elementi si deduce perciò immediatamente 
dalla (3), quando III essa si ponga m = n e si tenga presente 
la (-:1:). Si ha: 
(6) n! Pn= Dn.l1=QT =n! =~. 2 ... (n- l) n 
che Cl dà il totale numero delle permutazioni di n elementi. 
ESERCIZlO. - Si dimost1'i che, scelto un numero x::;: 7 e i due consecutivi 
x + 1 e x + 2, la somma dei numeri, tutti di tre dfre, formati con essi 
mediante permutazioni è uguale 666(x + 1). 
Infatti, poichè è P 3 = 1 . 2.3 = 6, i numeri di tre cifre dei quali deve 
essere fatta la somma sono 6 in ogni caso. La colonna dei 6 numeri di trc 
cifre è formata da tre colonne ciascuna di 6 numeri ad una cifra. Queste 
cifre non potranno essere altro che i tre numeri x, x + 1 e x + 2 ciascuno 
ripetuto due volte. Sicché la somma delle cifre di ogni colonna é 
.lliora nella somma cercata dovranno esservi 
in tutto avremo dunque 
6(x + 1) unità 
6 (x + 1) decine 
6 (x + 1) centinaia; 
6(x + 1) (1 + lO + 100) = 666(x + l ) c. v. cl. 
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In particolare per x = O si ha 
12 + 120 + 201 + 102 + 21 + 210 = 666. 
che è il minimo valore per il quale la proprietà è valida j e per ~. = 7 si ha 
789 + 897 + 978 + 987 + 798 + 879 = 666 X 8 = 5228, 
che è il massimo valore per il quale la proprietà sussiste. 
Sotto certe condizioni, del resto, questa proprietà può estendersi anche 
al caso di x > 7. 
15. Numero delle combinazioni. - La relazione (3), tenendo pre-
sente la (1), può anche scriversi: 
m! 
Cm, ... p. = (m -n) ! 
o anche per la (5) : 
C l m! n- . 
m,n · .- (m-n) !' 
e, infine, dividendo ambo i membri per n!, che è emlll'e po. iLivo 
per qualunque n intero positivo o nullo, si ha: 
(6) m! Cm,n = n! (m-n) ! ' 
formola che, dati m ed n, permette il calcolo del totale numero 
delle combinazioni n ad n di m elementi . 
Dalla (1), tenendo presente la (2) e la (6), si ricava pUl'P 
(7) Cmn = Dm,. = m(rn- l)~m-l1 + J ) 
' P " 1.2 .. ... 11 
dalla quale si può ottenere la (6), nello stes:;o modo come daH a (2) 
si è desunta la (3). 
li numero delle combinazioni, ciascuna di n elementi, che si pos-
sono formare da m elementi si suole indicare anche ('01 sim-
bolo (1;:), che si legge m sop1'a n. 
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ESERCIZIO. - Calcolare il numero dei temi (gruppi di tre numeri) che 
si possono formare con 90 numeri. 
Dalla formola (7), essendo rn = 90; n = 3, si ricava come soluzione del 
problema 
( 90 ) = 90. 89 . 88 = 117480 3 1.2. 3 . 
Nello stesso modo si troverebbero gli ambi, le quaterne, le cinquine, ecc. 
16. Alcune proprietà delle combinazioni. - Dalla formola (6) 
possono ricavarsi notevoli proprietà delle combinazioni. Ne diamo 
qualclma: 
1 ° Se nella (6) al posto di n poniamo m - n si ha : 
m! 
Cm,m-n = -;(-1n--n')-;-! -n-:-! 
e quindi 
(8) 
cioè : il numero delle combinazioni ad n ad n di m elementi è 
eguale al numero delle combinazioni ad m - n ad m - n degli 
m elementi . 
2° Dalla (6), ponendo m-l al posto di m e n-l al posto 
di n, SI rIcava ancora: 
(1n-l) (m- l ) ! n- l = -;-( n--'cl",)-:-! '( m--'---n)! ' 
ovvero, moltiplicando e dividendo il secondo membro per n: 
(9) 
perchè 
(m- l)_ (m- l )!n n -l - n!(m - n )!' 
(n-l!n=n! 
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.Ma dalla (6) si ricava pure: 
(
In - 1) (m - 1) ! 
n = -n! (m -n- l)! ' 
ovvero, moltiplicando e dividendo il secondo membro p r In - 1/, 
(lO) 
perchè 
(m.- l)! (m -n) 
n! (m - n)! 
(m -n -l) ! (m- n) = (m -n)! 
Sommando membro a membro la (9) e la (lO) e mettendo III 
evidenza nel secondo membro i fattori comuni, avremo poi: 
(m - 1) (17'1, -1) (m -- l ) ! + -- - (n + 17'1, - n) . n-l n - n! (m-n) ! ' 
riducendo e ricordando che 
(m-l)!m=m! 
si ha, infine, 
(m-l)+(m - l)= 1n! n-l n n! (m-n)! ' 
ovvero, per la (6): 
(11) 
cioè : il numero delle combinazioni ad n ad n di m elementi ri-
sulta come somma del numero delle combinazioni ad n - 1 <Id 
n-l e del numero delle combinazioni ad n ad n di m - 1 ele-
menti. 
(12) 
3° Dalla (6), moltiplicando e dividendo per m - 1b + 1, l;i ha: 
(17'1,) _ ~~! (m- n+ Il n - n! (m-n+l) ! ' 
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ma 
( ,n) m! n-l - (n-1ì!(m-n+1)!' 
ovvero 
1 ( m ) m! 
n n-l = n!(m-n+1)! ' 
avendo diviso ambo i membri per n; o anche, moltiplicando ambo 
i membri per m - n + 1 , 
m-n+1 ( ?n )_ m!(m-n +1) 
n n-l - n!(m-n+1)! 
Confrontando il secondo membro di quest'ultima uguaglianza 
con quello della (12) se ne inferisce: 
(13) (m)=( m ) m-n+1 n n-l n . 
Vedremo di qui a poco il notevole significato di questa ultima 
relazione. 
4° Notiamo, infine, che se nella formola (8) si pone m = n si ha: 
E siccome, per la (6), è 
così deve porsi, per convenzione: 
(7;)=1, 
sebbene le combinazioni a zero a zero siano prive di qualunque 
significato. 
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§ 2. - Binomio di Newton. 
17. Potenza m esima di un binomio. - Come applicazione dei con-
cetti precedenti vogliamo stabilire la forma algebrica dollo svi-
luppo della potenza mesi ma d'un binomio a + h, essendo a o h due 
numeri relativi e m un numero naturale. 
Ogni termine dello sviluppo sara in tanto un ptodotlo di III fat-
tori di cui alcuni (tutti o parte) eguali ad a e i rimanenti egllali ah. 
Se s sono i fattori eguali ad a, m - s saranno i fattori egm1li a h; 
e il termine che si considera avrà la forma: a' bm - '. Di termini 
come questo ve ne saranno poi tanti nello sviluppo quanti SOIlO 
tutti i possibili gruppi, ciascuno di s elementi e diversi per un 
qualche elemento almeno, che si possono formare con 'In elementi. 
Ma, per quanto s'è dimostrato al n. 15, il numcro di questi gruppi 
è pari a 
rn ! (?n) 
s! (m - s)! = 8 ' 
perciò tanti termini come a' bm-, avremo nello sviluppo quante 
sono le combinazioni s ad s di m element i. 
Si può ben dire allora che l'espressione 
rappresenta la somma di tutti i termini come quello da cui ab-
biamo preso le mosse. E poichè su s non è stata fatta nessuna 
ipotesi particolare, si può concludere che ogni termine dello svi-
luppo si potrà ottenere da quella somma facendo assumere al nu-
mero s successivamente tutti i valori interi da O ad rn. Lo svi-
luppo risultera, pertanto, dalla somma di m + 1 termini di cui la 
espressione precedente è la forma generica ; avremo cioè: 
(a + b)m = i , (;) a' bm-" 
o 
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o, In estenso: 
( 17~ ) ('in) . . + am-1b+ a'" 
. 17~-1 1n' 
che è la classica formola di JVewton. 
18. A.loune proprietà del binomio di Newton. - Si osservi che, 
per la relazione (8), i coefficienti dei te1"mini est1"emi o eq~tidi­
stanti dagli est?°emi sono u.q~lali. 
Si noti anche che, se gli esponenti di a crescono da O ad m 
quando si passi dal primo all'ultimo termine, gli esponenti di b 
in corrispondenza decrescono da m a O; e, evidentemente, sussiste 
il viceversa. 
Ricordando poi la relazione (13) }Jossiamo inferirne una regola 
mnemonica di costruzione dei coefficienti. Quella formola ricor-
rente, invero, ci dice che il coefficiente di un termine si può ot-
tenere moltiplicando il coefficiente del termine precedente per 
l'esponente di b in questo termine e dividendolo pe1" l'esponente 
di a nel termine di cui si cerca il coefficiente C). Poichè il coef-
ficiente del primo termine è l'unita, con successive applicazioni 
della regola, si possono costruire tutti i successivi termini. 
H). Relazioni particolari. - Finora non s'è fatta alcuna ipotesi sui 
due numeri relativi a e b. Si supponga adesso che sia a = b = 1; lo 
sviluppo si riduce allora a 
(I) Si dovrebbe cambiare a in b e b in a se lo sviluppo fosse ordinato se-
condo le potenze crescenti di b e decrescenti di a. 
3:3 
o anche, ricordando che per convenzione è (~l) = 1 : 
(15) 
cioè: la somma di tutte le possibili combinazioni 1 a 1, 2 (( 2, 3 (( 3 .... 
m a ID che si possono formare con m elementi è egllale al/a potell~n m""'" 
del numero 2, diminuita dell'ttnità. 
Invece, se nello sviluppo facciamo a = - 1 e b = l avremo: 
1 - ('~I) + (,;) - (,~,) + ..... + (_ l)m (:::) = O 
o anche 
n » 
"( 1n ) _ "('III) 1 LJ. 28 - 1 - LJs 28 + , 
l l 
. t d d d In In -l d" (m en en o n eguale a 2' se In è pari, o ad -2-' se 111 è lHpan). 
Questa relazione ci dice che: il numer'o di tutte le lJOssibili combillaz iolli 
con elementi in numero dispa?-i, che si possono formare da In eleml?llti. 
snpem di una unità il numero di tutte le possibili combinaz ioni C01/ elementi 
in m~mel'O pa'ri, che si possono formm'e dagli m elementi. 
20. Triangolo di Tartaglia. - Vogliamo D,desso portare l'inrlagillP 
sulle possibili variazioni dell'esponente. E ricordiamo perciò la Cormola 
ricorrente (11): essa, con riferimento alla formala di Newton, ci dice che: 
lo somma dei coefficienti di due termini consecutivi nello SVilltppO dellll po-
tenza (m - 1) esima è e,quale al coefficiellte del termine che, nello sviluppo 
della potenza mlll<ima, occupa il medesimo posto del secondo dei due tl'I'1/1i1li 
prima conside1'Clti. 
Seguendo questo principio, quando si faccia nella formola (14) l'espo-
nente m successivamente eguale ai numeri consecutivi della serie naturale, 
si potranno calcolare i coefficienti dei termini dello sviluppo d'una potenr.a, 
noti che siano quelli dei termini della potenza precedente. Basta disJlorrp 
i coefficienti relativi a ogni potenza secondo linee orizzontali, avendo cura 
che lungo una medesima verticale vengano a trovarsi quei coefficienti Cllfe 
nelle successive orizzontali occupano il medesimo posto. 
Così operando si costruisce il seguente schema: 
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1 1 
1 2 1 
1 3 3 1 
1 4 6 4 1 
1 5 lO lO 5 1 
noto sotto il nome di triangolo di Tartaglia o di Pascal, dal Tartaglia, 
a cui è dovuto, o dal Pascal, a cui qualcuno lo attribuisce. 
§ 3. - Interpolazione. 
21. Interpolazione per parti prolJOrzionali. - Una notevole ap-
plicazione dello sviluppo della potenza mesima d'un binomio, per 
quel che ha attinenza alla pratica delle operazioni finanziarie, è 
il principio di interpolazione pe1' p·m·ti proporzionali. 
Dicesi interpolazione l'operazione mediante la quale, conoscendo 
alclmi valori particolari di una funzione, ci si avvale di essi per 
cercarne altri compresi fra quelli. 
Se la legge di variazione della funzione è definita da una pro-
gressione aritmetica o da una progressione geometrica, se cioè i 
valori noti della funzione stanno in progressione arit.metica o geo-
metrica, l'interpolazione si riduce alla inserzione di medi aritmetici 
o geometrici rispettivamente fra termini dati. 
Più. in generale quant.e volte una funzione abbia una forma 
riducibile alla potenza di un binomio, dati due valori di essa, corri-
spondenti a due distinti valori della variabile indipendente, è 
possibile, sotto una condizione che stabiliremo di qui a poco, di 
calcolare dei valori approssimati della funzione per valori della 
variabile indipendente compresi fra i dati. La possibilità di talé 
operazione è data dal principio che vogliamo stabilire, appunto 
come conseguenza della formola di Newton . 
Si conoscano i valori ((Xi) e ((xo) di una funzione ((x) corri-
spondenti ai valori XI e X o della variabile x. 
INSOLERA, Elem. di Matemat'ica, ecc. 
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Supponiamo f (x) esprimibile medi:1nte In. potenza d'un binomio, 
poniamo cioè : 
f(x l ) = (1 + :VI ) m 
f(xo) = (1 + x o)", 
essendo In un intero positivo. 
Se Xl > X o , poniamo 
1 +:1'0= Cl 
sarà allora 
('(Xl) = (1 + :co + Il)''' = (a + li )"'. 
Al?plicando la formola di Newton, avremo pertant.o 
(?n) (m) . (111) (Iii) ((Xl) = O am + 1 (tm- l 7I + 2 (t"'-2 712 + ... + iii /10.. 
Ora se i due valori 'Xo e ,XI sono vicini così che In. loro difrcl'enza. li 
sia molto piccola rispetto alla loro grandezza, le uccesRivp po-
tenze di h: h 2, h~, . , hm, sara,uuo piccolissime. E allora, se 11(>i li-
miti di approssimazione richiesti, i termini del precedente sviluppo 
contenenti le potenze di h superiori alla prima sono numericamente 
trascurabili, si può, in prima approssimazione, porre: 
(m) m (In) m-I ((x,) ~ O Cl + 1 alt, 
ovvero 
e quindi 
L'im]Jortanza di questo risultato sta nel fafio che il secondo 
membro è indipendente da Xl; epperò se esso sussiste, con soddisfa-
cente approssimazione, per questo valore, a fortiori dovrù sU~Hi-
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stere, e con approssimazione più soddisfacente, per ogni valore di x 
compreso fra X o e X f , perchè per tali valori sarà 
Dal risultato precedente si inferisce anche 
f(x) - ( (xo) 
X-Xo 
( (Xl) - f'(.rJ 
x f- X O 
(16) 
ovvero 
per 
La formola (16) esprime il principio d'interpolazione per parti 
proporzionali, e cioè: peT vctlO1'i poco differenti; della 1Jw'iabile, 
l'incremento della funzione è diTettamente p7'Opo1'zionale all'ù~­
C1'emento della vaTiabile (i). 
La (16), eguaglianza di due l'apporti, può interpretarsi come misura della 
proporzionalità fra due coppie di lati omologhi di due triangoli simili. 
Epperò essa suppone che la funzione f(x) varii lungo una retta. L'inter-
poI azione si dice perciò anche linea1'e. 
ESERCIZI 
1. Quanti prodotti (differenti o meno) ciascuno di 5 fattori si possono 
formare con 6 fattori diversi? quanti sono i prodotti distinti? 
2. In quanti modi può essere variato l'ordine di 6 fattori distinti così 
che il loro prodotto non cambi? 
3. In quanti modi una somma di 8 addendi può esser decomposta 
III una somma di 4 termini, ciascuno di due addendi? 
(i) In Algebra Superiore si dimostra che questo risultato è un caso parti-
colare d'una formola generale d'interpolazione stabilita da NEWTON per una 
funzione analitica di qualunque forma. 
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4. Sviluppare secondo la regola di Nemon: 
a) (a- W(a+ W 
~) 
y) 
5. Calcolare la somma del numero delle combinazioni 2 a ~, <1 ai, 6 n 6 
di 6 elementi. 
6. Si fanno 5 colpi al giuoco di pila e c/'oce: in quanti modi (Ì po~~i­
bile far due volte pila e tre volte c/'oce? 
7. In quanti gruppi, ciascuno di lO carte, possono distribuirsi le 
40 carte di un giuoco così che ciascun gruppo contenga carLe ntppresen-
tanti numeri da 1 a 10? 
8. Di una funzione f(x) si sa che (1) = 7,2) ( 2) = 5.4; Hi calcoli 
per interpolazione lineare il valore di f( I ,75). 
9. Di una funzione f(x) si sa che 
f(0,035) = 1,9898 e (0,0325) = J ,8058. 
Si calcoli, interpolando per parti proporzionali, il valore x' di .c per il quale 
si abbia ( x') = 1,938l. 
PARTE SECONDA 
]Iatematica del credito. 
OAPITOLO 1. 
Operazioni a breve scadenza. * 
§ 1. - Interesse e sconto semplici (1). 
1. Nozione di interesse. - In senso stretto si conviene di defi-
nire interesse il compenso corrisposto da chi riceve la temporanea 
disponibilità di un capitale non suo a quegli che tale denaro cede. 
La cessione temporanea di capitale dicesi pnstito. La misura 
del compenso offerto dal prenditore ed accettato dal prestatore 
dipende: dalla misma del capitale che si llresta, dalla durata del 
I?restito, dalle offerte di capitali nel mercato in confronto delle 
domande e dalla fiducia del prestatore verso il prenditore, cioè dal 
credito di cui questi gode. 
2. Tasso di interesse. - Solitamente l 'interesse d'una operazione 
si assume direttamente proporzionale al cavi tale e alla durata. 
Si può, pertanto, quali che siano le altre condizioni del prestito, 
(1) PUI" non essendo il caso, per un così trito e ritrito argomento, di accenni 
bibliografici, non pOBsiaroo non ricordare, oltre alla vecchia ma sempre prege-
vole opera di LÉON MARIE (T1'aité mathématique et p1"Cltique des opét'at'jolls 
financières, Paris, 1890), anche il bel volume recente di A, BARRIOL (7'hé01'ie 
et pratique rles f)pércltions fi'nancières, Paria, 1914). 
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far riferimento, per definire l'interesse, all'unit:\ di capitale e al-
l'unità di tempo. 
In generale l'unità di ca,pitale è costituita da 100 lire, e l\milù 
di tempo dall'anno. E l'interesse di un capitale di 100 lir im-
piegato per un anno è il tasso cui si fa riferimento co Lante. 
Alla determinazione della misura del tasso conCOlTono due 1e-
menti disiillti: uno di carattere generale, l'ctltro di cm·at tere par-
ticolare. Il primo elemento è la fluttuazione delle offerte e delle 
domande di capitali (se affluiscono molti capitali sul mercato, in 
confronto delle richieste, il tasso tenderà a decrescere e, viceversa, 
tenderà a crescere quando la ricerca è grande, in con l'ronto elel 
denaro disponibile sulla piazza). Il secondo elemento ò inLimamenlC' 
connesso alle garanzie personali del prenditore, è, cioè, una specie> 
di premio empirico di assicurazione che il prestatore chiede come 
garanzia al prenditore (quanto maggiore 8 il credito de] prencli-
tore tanto minore sarà la misura di questo premio). 
Interviene poi, spesse volte, un terzo elemento, e questo può ri-
tenersi costante, quando i due contraenti traLtano pel tramite del 
mediatoTe, del banchiere. Questo elemento è laprovvi.qionr o di-
ritto di commissione, dovuLo all'ente o persona intermediari. 
3. Capitalizzazione semplice e composta. - La durala, c1u] pre-
stito può essere distinta in più parti, alla fine di ciascuna delI\: 
quali gli interessi siano liquidabili. Ognuna di queste parLi ehia-
masi allora pe1·iodo di capitalizzazione (può o non osser l'anno). 
o econdo che la durata si componE; di uno o più lJerioc1i distinli, 
l'operazione, prima di pervenire alla fine del suo vigore (scadenza ). 
può procedere in vari modi. Re la durata è tutta un sol periodo, 
il creditore riscuoterà alla scadenza, assieme al capitale, gli inle-
l'es i maturati, proporzionalmente al capitale medesimo e alla du-
rata del prestito. Se invece la durata è suddivisa in più poriodi, 
può darsi che: o alla fine di ogni periodo il debitore corrislJondC' 
effettivamente al creditore gl'interessi maturati, lJrOporzionnlDwn!e 
al capitale e al rapporto in cui si trova il periodo all'unità di Lempo 
(anno); oppure questi interessi rimangono nelle mani dc] debitorc 
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come un nuovo capitale ricevuto tacitamente m prestito per il 
tempo ulterior e dell'operazione e alle stesse condizioni del capi-
tale primitivo. 
In quest'ultimo caso la capitalizzazione dicesi composta; e, per 
converso, negli altri casi di cesi semplice. 
Quando la durata non supera l'anno, di solito, la capitalizzazione 
€ semplice; quando lo supera invece è composta. 
Le operazioni a capitalizzazione semplice, data la limitata loro 
durata, si dicono anche operazioni a breve scadenza. 
Le altre, in vece, si dicono anche operazioni a lunga scadenza. 
4. Formole dell'interesse semplice. - Diremo t(LSSO 'I.tnital'io 
l'interesse di una lira per un anno. 
Detto i il tasso unitario, C il capitale prestato a brev~ scadenza, 
71 la dmata del prestito (numero di giorni), ed 
n 
f= 360 
il rapporto di questa durata all'anno commerciale (360 giorni), l'in-
teresse prodotto da una lira è 
i f 
€, quindi, quello prodotto dal capitale C sarà : 
(1) 1= Cif. 
Il prodotto i f dicesi anche tasso propo1'zionale corrispondente 
ad i per il periodo f. 
Se f = 39600 = ! sarà if =: il tasso trimestrale proporzionale ad i. 
Quando S1 definisca, come si suole, divisoTe rispetto al tasso i il 
rapporto 
360 
- i =D, 
sarà 
perciò 
e, infine, 
(l') 
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.. Il 
11= 1) 
Se poi chiamiamo 7W 117ero rispetto ad n il prodotto 
]Jotremo scnvere: 
(1/1 ) 
N=CI/ 
N 
1= t) 
L'una o l'altra delle formole (J), (l') e (1") può, nolLt pl"n,t.icu., 
riescir volta a volta preferibile, secondo i particolari prolJlpmi C'he 
si pi' sentano. 
La formola (1) permette l[L risoluzione di cluattro ]JI"olJlcmi , 
J1erchè lega quattro quantità I, C, i, f; epperò. date tre di PSKC', ij 
sempre pos~ibile determinare la quarta. 
5. - Se in vece dell'anno commerciale con iù erassimo 1'a,nno so-
lare, l'importo degli interessi ri. ultcreblJe diminuito. Per ogni lira 
e per ogni giorno si avrebbe una differenzn. in meno pari a, 
( 1 1 ) . i 360 - 365 t = 73.:3GO . 
6. Sistema di TJtoyer. - Per un sollecito calcolo degli inleres~i ~i 
30no escogitati parecchi metodi prat.ici, fra i quali quello, cosi delta, doll e 
parti aliquote (del capitale o del tasso o del tempo), quello dei divisori, 
che si riaUaccia alla formala (1"), ecc. Lo sviluppo di essi ha più opportuna 
sede in computisteria e noi non ce ne occuperemo. Soltanto ci fermeremo 
su quello dei divisori, e solo per quel che basti alla comprensione di un 
sistema molto comodo e pratico dovuto a Thoyer, perfezionato da Cauchy 
e che noi esporremo con qualche modificazione che lo semplifieu. 
Mediante la formala (1") il calcolo degli interessi si rid uce a quello del 
quoziente della divisione del numero per il divisore. Questo è invariabile 
finchè il tasso non varia, ma quello si ricollega ai diversi capitali, con diverse 
durate, dei quali si vuole l'interesse. Se vi sono molti capitali: Ct , O2 .... Cn. 
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impiegati rispettivamente per n l , n2 ... n" giorni, la formala (1") è pratica solo 
quante volte si abbia un metodo molto facile e sollecito, per il calcolo di 
rn 
N=:E,C,n,. 
I 
È quello che si propone il sistema di Thoyer. 
In appositi fogli si sia costruita una rete di 100 quadretti, così come 
indica la tavola qui appresso, distribuiti su lO verticali e lO orizzontali; 
e corrispondano a ciascun quadretto due numeri, uno relativo all'ordine 
della colonna e l'altro relativo all'ordine della orizzontale che s'incrociano 
nel quadretto, le colonne e le orizzontali essendo graduate coi numeri 
da O a 9, da sinistra verso destra quelle, e dall'alto verso il basso queste. 
Quando ai numeri relativi alle orizzontali si dia il significato di decine 
e a quelli relativi alle verticali il significato di unità semplici o viceversa, 
a ogni quadretto del reticolato corrisponderà un numero compreso fra O e 99. 
Unità sernplici 
~--~~--~~~--~------~ 
1 I 2 3 1 4 1 5 1 6 !'7 ! 8 O 9 
O ---1-1---1-- 0 0 o/ Io/' T 
--------,-------------- ------
1 I I 1 o, 0/ 0/' T 
------------ ----1-- ---- -- -- --
::l 1 O2 0/ 0/' T 
----1- 1----·-- --1-
3 ! 1 0 3 0/ 04" T 
4 ===== C =1=1=1= 0 4 0 5' os" T 
5 1 C, 1 0 5 0/ os" T 
-6- ---- ------------!---- 0
6 
0/ -;;; T 
-7 ----1----1---0 ~I-;;;T 
-8 ~--;-I---i-!--~ o:' ! o:" IT 
-9 ---,- 1- :--1- '-----;:-9 I-x-I-
Totali 2-1 vj v2 1 v3 1 v4 1 v5 vG I '00 1-::-1-:::- 'l' 
'0/ 1 v/ '0/ '0/ vs' I vs' v/ 1 vg' 1 va' <p 
v/' I v/' va" '0/' v5" 1 v6" v7 " 1 v8" I v9" -;-
T!TTITTITT!TT-! -
Come prima operazione si trascriveranno i capitali Cl' C2 ••• Cm 11P1 qua-
dretti corrispondenti ai giorni iiI' 1/2 ", 1tm durante i qua li S0110, ris[1el t iva-
mente, produttivi d'interesse. Se n j > 99 si s15inde Ili in ùue o piÌl parti, 
cia cun a non superiore a 99 e il capitale ()i corrispondenLe, i trasrrivE' allora 
in ognuno dei quadretti corrispond enti alle parti in cui s'è diviso I/ i , Co~ì, 
per es., un capitale C fruttifero per 45 giorni andrebbe al posto indi('uto 
dalla tabella precedente; un capitale Cl fruttifero per 130 giorni potrebhe 
es~ere trascritto nella casella corrispondente a 80 giorni e in qlwlla l'or' 
rispondente a 50 g iorni (80 + 50 = 130), co me è indicato nel I.!lHldro. 
Come seconda operazione si procederà poi alla somma per orizzol1 t nli e 
per verticali dei capitali trascritti. Si otterranno per tal modo rispett.iva-
m ente le somme °0 , °1 , °2 ,,, 00 e le somme vo, v, ....... l'D e dovrà essere, 
come verifica della esattezza di que te somme: 
p D 
~,o, =~,v. = T. 
IJ o 
Una terza operazione consiste nel calcolare, meUendoli nella colouna 
accanto a quella dell e o" certi numeri o,', dedotti dai numeri o. merlianle 
la relazione 
o 
o,' = 0 . + 0,+1 + ... + 0D = ~r Or, 
• 
avendo cura di porre o', sulla medesi ma orizzontale di o. l (i l primo ter-
q 
mine della nuova verticale perci ò sarà 0'1 = ~ 0" posto a destra di 011' e 
1 
l'ultimo termine sarà 0'9 = 0 D' posto a destra di Og); e nel calco lare, met· 
tendoli in linea orizzontale sotto alle v" i numeri v', definiti dalla r elazione 
n 
v/ = V, + V,+l + ... + Vn == ~T Vr 1 
. 
avendo cura di potTe v', in colonna con v, -1, ro:i che il primo LPrmine 
q 
di questa nuova orizzontale è V' l = ~rv" e starà sotto a vo, e l'ultimo 
l 
termine è v' D = vg , post.o sotto a vg • 
Come quarta operazione si proceda, infìne, alla somma delle v', ehE' ill(li· 
chiamo con q>, e alla somma dell e o', che indi('hiamo con e. 
Dico che 
cp + 108 = N. 
Iovero, si consideri il capitale Cr di periodo n,. 8E' S SOli o 1(, de(·ille (> I li! 
unità di cui si compone il numero n" cioè se 
1Ir =108+t, 
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sarà: 
N, = Crn, = C,(108 + t). 
Perciò basta dimostrare che C, comparisce 10s + t volte in N, perchè 
il nostro asserto risulti dimostrato. Intanto esso capitale è di sicuro una 
volta in o" perciò sarà contenuto una volta in ciascuna delle o'" 0',-1, 
0',_2 .... o'~, o'J che contengono o" cioè è contenuto s volte in e, loro 
somma; ma comparisce una volta anche in vt e perciò sarà contenuto una 
volta in ciascuna delle v'p V't_l, v't_? .... V'2' V'l che contengono v" cioè 
comparisce t volte in qJ. Si conclude che in <il + 10e quel capitale com-
parirà in tutto t + 10s volte, c. v. d. 
Effettivamente è dunque: N = qJ + 10e. 
Così, con sole operazioni di addizione si ottiene il numero N che diviso 
per D dà gli interessi dei capitali CJ , C2 , C, ... . Cm' 
Il calcolo delle o', e delle v', è molto semplice, perchè, per il modo come 
sono formate, è: 
0',,-1 == 0/ + 0"_1 V'.f-l == '/.l/ + Vs-l . 
E si noti che o', e 0,_\ si trovano accanto sulla medesima orizzontale, 
mentre v', sta in colonna con V,-l; sicchè procedendo dal basso verso l'alto 
per le o', e da destra verso sinistra per le v'" il calcolo riesce molto 
semplice. 
Per la verifica del calcolo si possono introdurre le quantità 
,-l 
0/' == ~rOr 
o 
e 
,-l 
v/' == ~rvr 
o 
ponendo le une alla destra delle corrispondenti o', e le altre sotto le cor-
rispondenti v', . 
:Hl facile riconoscere che 
,-1 !) !) 
o," + o,' = ~r or + ~ror = ~ror = T 
o , o 
e, analogamente, 
, -l 9 9 
v," + v,' = ~TVT + ~rvr = ~TVr = T. 
E allora quando si faccia: 
o , u 
o 
~s 0/' == X 
l 
9 
~.v," = li! 
l 
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dovrà essere, come verifica generale dei calcoli : 
<p + ljJ = e + x = 9T. 
Qualora quest'ultima relazione non risullasse verificata si avrebbe modo 
di trovare facilmente l'errore, ricordando che per ogni valore di s dtlv'esst'rt': 
v', + v", = o', + o", == T. 
7. Sconto. - Nelle operazioni a. breve scad nz(~ il debitore "I 
im[)egna, di solito, a restituire, ad una data fissa, la somma ri('('-
vuta, rilasciando un pa.rticolare documento con effeLto l galP (COI//-
biale all'ordine o t1·Otta.). Il creditore, che inLenclèt realizzaro l'ef-
fetto avanti la scadenza, i rivolge ad un terzo (scol/lista ) l' ccr(-èl 
di vendergli il titolo. Naturalmente dovl'à uonLentnl'si d i una 
somma alquanto inferiore a quelln. indicata dal tilolo, [Joicltll tal 
valore (volO1'e nominale) rimane eH ttivamenL liqniclahil l ""l-
tanto alla cadenza. Il prezzo offerto dallo scontisLa dicesi val()ro 
reale o attnale dell'effetto, e la differenza fra il valore nomilln le 
e l'attuale definisce lo sconto. Lo sconto è dunque costituito d:lgli 
interessi di cui sarebbe passibile il titolo dal giorno in cui ViOlll' 
scontato a <luello di scadenza. 11 più delle volle vi si agg-inng'e 
anche la provvigione dello scontista e, se l'effetto è pagabilp su 
altra viazza, il diritto ver cambio di piazzcl. 
Gli interessi possono calcolarsi in diversi modi. Per la durata si 
tien conto del giorno di negoziazione e non di quello della sca-
denza. La dmata, eli solito, per gli effetti commel'cin,li, non sn(Jl'm 
i tre mesi. 
In generale lo scontista esige, per SU[L maggiore garanzia, ltncllG 
la firma del possessore del titolo, o per avallo dd1n prima o [H,l' 
gimta. Sono possibili successive girate con giratari diversi. 
Lo sconto nelle operazioni a breve scadenza può cl:;serp euJc.olato 
in due modi: o sul valore attuale dell'effetto e allora dicesi sconto 
in dentro o 1·aziona.le; oppure sul valore nominale del titolo o 
allora dicesi sconto in fuori o commerciale. 
Tranne che in Germania e in Olancl a. dove spesso è ll!'lato i I 
primo sistema, da per tutto vige il secondo criterio. 
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8. Formole dello soonto oommeroiale e dello soonto razionale. 
- Indichi C il valor nominale d'un effetto, A il valor attuale 
commerciale e A j il valor attuale razionale, s lo sconto commer-
ciale ed Si quello razionale. Se i è il tasso di sconto e n i giorni 
di vita dell'effetto da oggi, sarà: 
(2) 
e quindi 
(3) 
Sarà poi: 
Cin . 
s= - 360 = Ct( 
A =0-8= C - Ci('=C (l-in. 
SI =A1if 
Aj+s,=C, 
che è un sistema di due equazioni lineari nelle due incognite Sj 
ed Ai la cui risoluzione ci dà: 
(1) s- Ci{ i 1+ i(' 
(5) A j = C l+i( . 
L e formole (2) e (3) per lo sconto commerciale, e le formole (4) 
e (5) per lo sconto razionale, legano quattro quantità; sicchè date 
tre di esse si può sempre determinare la quarta. Ogni formola ri-
solve, pertanto, quattro distinti problemi di sconto. 
9. Differenza fra i due soonti. - Lo sconto commerciale, per il 
modo com'è ottenuto, a parità d'ogni altra condizione, risulta 
maggiore dello sconto razionale. 
La differenza è precisamente pari a 
. -C'( Ci{ -C'((l 1 )-C'{ i{ S-Sj- t -l+i{- t -l+i( - t l+i{' 
-16 -
ovvero, per la relazione (-:1:): 
(6) 
Si conclude: lCL differenza. fra lo sconto commerciale e lo seonfo 
razionale è eglLCLle allo sconto commel'ciale del10 sconfo ra-
zionale; ovvero è eg1.wle allo sconto l"azionale rlelfo seonlo 
comme1·ciale. 
Il valore attuale commerciale è minore del valon' attua le ra zio-
naIe e s'inferisce agevolmente che 
Per un capitale unita.rio, e per la dura.ta di un giorno, la d irrc-
renza. dei due scomi verrebbe, com'è facile ricavare dn.J] a, (6): 
(7) [ ., i i S - S I I = 360 360 + i ' 
il cui valore è, generalmente, molto piccolo, perc:hè molto piccolo 
è il tasso i in confronto di 360. 
Ricordando che 
.. n 
I(= -n' 
la (6) può scnverSl: 
sin n 
S-Sj=-If =8 n+D 
e la (7): 
l l [s - S 111 = D . 1+ D . 
E poichè il divi::;ore D è molto grande, si può dire che, con grande 
approssimazione, Sla 
clOe: la differenza fra i due sconti commerciate e razionale per 
un capitale unitario nell'unità di tempo (r;io?"no) è sellsibilmPnte 
W/llole all'inverso del quadrato del divisore. 
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~ella pratica del commercio lo sconto generalmente usato è 
<lue110 in fuori ') commerciale. :Ma di questo lo sconto razionale 
sarebbe più equo, perchè lo scontista verrebbe a trattenere gli in-
teressi prodotti, durante la ulteriore vita dell'effetto, dalla somma 
che pagherebbe; mentre, con lo sconto commerciale, gli int.eressi 
son calcolati su di una maggiore somma. 
lO. Effetti equivalenti. - Due effetti si definiscono eq'uivalenti 
quando i loro valori attuali, calcolati al medesimo tasso, risultano 
eguali. 
Siccome, quando si lasci invariato il tasso, il valore attuale va-
rierà secondo la durata dell'effetto, così due effetti di diversa du-
rata e diverso valor nominale, se riferiti a un medesimo tasso, 
potranno essere equivalenti solo per qualche valore partipolare 
del tempo. Diremo punto di equivalenza quel valore del tempo 
per il quale due effetti diventano equiyalenti. 
Si dimostra che: peT due effetti esiste al più ~tn sol p~tnto di 
equivalenza. 
Invero il valore attuale d'un effetto di valor nominale C e di 
durata t (frazione di anno), seguendo lo sconto commerciale, può 
rappresencarsi, per la formola (3), mediante l'equazione 
y = [1- (('- x) i] C, 
e quello dell'effetto di valor nominale 0 1 e di durata ti' eqUlva-
lente al primo, mediante l'equazione 
y = [1- (('l - x) i] 0 1 
essendo x il punto di equivalenza (in frazione di anno). Queste due 
equazioni lineari nelle incognite y e x, sono indipendenti, perciò 
formano sistema e ammettono un unico valore per y' e un unico 
valore per x come soluzioni del sistema medesimo. 
Con ciò la proprietà sarebbe dimostrata. 
:Ma pua essere utile di stabilire quali condizioni debbono essere 
soddisfatte per la effettiva esistenza del punto di equivalenza. 
-- -1 -
li. Condizioni per la effettiva esistenza di un punto (li l'quivlI-
lenza. - Basta perciò risolvere il sistema. Questo può . ("n\'l'rSI: 
11 - C i tI' = C (1 - i (l 
Y - Ci i.'"!] = C, (l -i!'i) 
eia cui si ottiene facilmente: 
(81 Y= CClltl-n
i 
Ci ----o-
(9) CJ,-C( 1 r - Ci-C i . 
È ovvio che non solo y e x devono essere enLrambe posi lin', 
ma dev'essere in ogni caso: 
se (, < ( 
.r.:5 /" se 
Ora, per la (8) , è y > O quante volte sia simultaneamenLo 
(lO) e 
ovvero 
(11) (i < /" e 
Ma se sussistono le condizioni (lO) sarà pure indubbiamente 
C,f, > Cf , 
e se sussistono le (11) sarù 
C'!i < Cf 
cioè: se y è po itivo anche il primo termine di x Sfll'fL positivo. 
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MR., quando SIano soddisfatte le condizioni (10), dovrà essere 
x <:: f, cioè 
o anche, essendo Cj - C > O, 
€ riducendo : 
(12) 
Se poi fossero soddisfatte le condizioni (11) dovrebbe essere x <:: fj , 
cioè 
o anche, essendo C - CJ > O, 
e riducendo: 
(13) 
Le condizioni (10) e (11), (12) e (13), sono le condizioni di esi-
stenza effettiva del punto di equivalenza di due effetti . Esse pos-
sono così sintetizzarsi: Nella ipotesi dello sconto comme?'ciale, 
esiste Tealmente un punto di equivalenza di due effetti quando 
si trovino soddisfatte enb'ambe queste due condizioni: a) q'twllo 
dei due effetti che ha valO1' nominale m aggiore deve ave?'e ?nar;-
giore dW'ata; b) lo sconto del maggio?'e effetto, per 'ttn tempo pari 
alla differenza delle dunde dei due effetti, non deve s'ttperare 
la differenza dei va70ri nominali degli effetti . 
12. Scadenza comune, scadenza media e discussione relativa. 
- Quando si abbiano più effetti, scontabili ad un medesimo tasso, 
SI può loro sostituire in doppio modo un effetto equivalente: o 
b SOLER.\ , Elem. di ~[atematica, ecc. 
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stabilendo il valor nominale di que to, per cercarno In cimaLa, o 
stabilendone la scadenza, per caJcolarne il valor nominale. 
Ci limiteremo, facendo l'ipotesi dello sconto commercialo. il 
cercare la durata dell'effetto di dato valor nominale C, cho \"0-
gli amo equivalente agli effetti cui si vuoi sostituire. 
Si abbiano m effetti, i cui valori nomina1i siano Cl' C\, ... Cm, 
e indichino til t2, ... tm le rispettive durate (in fraziono cl'anno, 
t. = ;~'o), essendo i il tasso di sconto. 
li valore attuale commerciale del nuovo effetto, se con .1' indi-
chiamo la durata, sarà 
C (l -ix), 
mentre il valore attuale dell'effetto di valor nomin[l,le C, ò 
C, (1 - it,)· 
Se il nuovo effetto dev'e~sere sostituibile agli m effetti, dovrà 
essere: 
m 
C (1- t:n) =~, C, (1- itJ 
l 
Questa equazione, risoluta rispetto ad x, porta a 
o anche 
(14) 
x= 
1 _ ~C, + ~C,f, 
i iC C' 
1 
0-- ' 
, - i 
C-~C, +~C,~ 
C C 
La formola (14) risolve il cosi detto problema della scadenza co-
mune. li valore di x può risultare frazionario: in tal caso si as-
sume come scadenza comune l'intero più vicino. 
Affinchè la x risulti positiva, il valor nominale C dev'essere, 
per la (9), scelto in guisa che 
1 
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cioè 
C-~C, + i~CJ, > 0, 
o, infine, 
c > ~C, - i~C,f,. 
Ma 
i~C,f; = 3~0 ~C,n" 
cioè 
i~C,f,= ~t' = ~ = 1, 
essendo N, = C, n,; si conclude, sostituendo: 
C>~C,-I. 
In ogni caso si ha, intanto: il valor nominale dell' effetto che 
si vuol sostitttir·e a.c;li m effetti dev'ess.e?·e ma.q.c;i01'e della somma 
dei valori nominali de.c;li effetti, diminuita de.c;li interessi di cui 
son capaci. 
Al disopra di questo limite inferiore il valor nominale C può 
esser minore, eguale o maggiore della ~C,. 
Se C -::: ~C" il primo termine della (14) è negativo e perciò 
x< ~C,f, . 
C ' 
se C = ~C" il primo termine della (14) è nullo, sicchè 
(15) ~C,f, x - --- · 
- ~C, ' 
se, infine, C > ~C" il primo termine della (14) è positivo e quindi 
il secondo di questi tre casi è il più importante e ad esso pos-
sono esser riferiti gli altri due. Invero la (15) ci dice che se i l 
/Jalo?" nominale C dell' effetto e.c;'tw.c;lia la somma dei valori no-
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minali degli effetti cui si vnol sostituire, la sua scadenza sarrì 
pari alla media pondm'ata (I) delle scadenze degli effetti. 
Questo risultato risolve il pl'oblema della scadenza medif/. 
Se fo è questa scadenza media, cioè 
f" _ 1:.0,f. 
lo - 1:.0, ' 
la relazione da Cul SIamo partiti può scriver i 
(1- ix) O = (1- ifo) 1:.0,. 
Questa relazione ci permetto di concludere cho: 
se O < 1:.0, dovrà essere x < fo ; 
se 0=1:.0, 
se O> 1:.0, 
" 
" 
x=fo; 
x> fo; 
clOe: la scctdenz(t comune sa1'à ma.qgioTe, u.rJl/(tle o millore della 
scadenza media, secondo che il valor' nominale dell'e/fetto eqlli-
valente è maggi01'e, u.cJ'tLCLle o mino1"e della s011lma dei valori 1/0-
minati degli effetti dati. 
ESERCIZI 
1. Si calcoli l'interesse prodotto dal capitale di L. 3743,G5 in 57 giorni 
al tasso del 4,25 %. 
2. Qual'è il capitale che in 85 giorni produce, al tasso del 3,5 0;." 
L. 528,75 di interessi? 
(I) Dicesi media ponderata di più grandezze il quoziente della somma del 
prodotti di dette grandezze per i rispetti vi pesi (grado d'i mporlanza), cIi visa 
per la somma dei pesi. P. es.: Se no è la durata d'un effetto Co, nj la durata 
d'un effetto Cj, n. la durata d'un effetto C., e così via, si diranno Co, Cio C., ... 
i pesi rispettivi delle durate no, 1Ij, "., . . • e la media ponderata delle durale 
medesime sarà, pertanto: 
Co?lo+CjJlj + C.?!. + ... 
Co + CI + C. + .~. 
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3. Per quanti giorni dev'essere impiegato un capitale di L. ] 2348,30 
affinchè produca, al 3,75 ~/o' L. 77,18 di interessi. 
4. Si calcoli a qual tasso dev'essere impiegato un capitale di L. 34480 
aftincbè produca in 150 giorni L. 576,67 di interessi. 
5. Si calcoli col metodo di Thoy'er il nume1'O relativo ai capitali se-
guenti: L. 1534; L. 2048; L. 592; L. 1000, impiegati rispettivamente 
per 53, 42, 84 e 136 giorni. 
6. Si calcoli il valore attuale razionale, al 3,50 %, di un effetto di 
L. 7342,50, scadenza a 75 giorni; e si determini l'eccedenza dello sconto 
commerciale sul razionale. 
7. Ricerca del punto di equivalenza, nel caso dello sconto razionale. 
Condizioni per la sua effettiva esistenza. 
8. Scadenza comune e scadenza media, nel caso dello sconto razionale, 
e discussione relativa. 
9. Calcolo del val or nominale di un effetto di data durata, equivalente 
a più effetti dati, nel caso dello sconto razionale. Discutere le còndiziOlù 
di possibilità del problema. 
§ 2. - Principali tipi di operazioni a breve scadenza. 
13. - Nulla diremo del conto corrente e dei metodi pratici di 
calcolo ad esso inerenti, chè ciò riteniamo più propriamente ap-
plicazioni computistiche della teoria dell'interesse. Ci vogliamo 
limitare ad una rapida rivista di alcuni principali tipi di opera-
zioni a breve scadenza, e solo per quello che ha attinenza al loro 
tecnicismo; più precisamente diremo: delle anticipa.zioni su titoli, 
delle operazioni di borsa, delle operazioni di cambio. 
a) ANTICIPAZIONI SU TITOLI. 
14. A.nticipazioni su titoli. - Invece della garanzia indiretta 
fornita dalla cambiale, si può offrire, per ottenere un prestito, una 
garanzia diretta, mediante girata su certificati di deposito di merci 
(wan-ants) o mediante deposito di metalli preziosi in verghe o 
lavorati, o, infine, mediante deposito di valori mobiliari (titoli di 
rendita, azioni, obbligazioni). 
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Una delle operazioni più. comuni degli i tituti di <.:redito è, ap-
punto, la sovvenzione o anticipazione o prestito <.:ontro deposito di 
titoli. Oiproponiamo di mettere in evidenza'i limiti della . peeu-
lazione cui tale operazione si presta. 
Lo speculatore, che possegga titoli per un valore ca,pitale <':0111-
plessivo di C lire, depositando questi titoli pre so una Banca, pno 
. . t' (' p C p 'l f' . ncevere In pres ItO una somma .' = " se - e a raziono 1l1'()!1n<l q q 
scelta dalla BanC<t come coefficiente di riduzione sul "alor cl ai 
titoli, agli effetti delle anticipazioni che su di essi accol'da. 
Col capitale C, lo speculatore può acqui tare altri tiLoli e da 
questi, mettendoli in deposiLo, può ricavare un nuovo allLici po 
C, E = O2 , 001 capitale O2 acquisterà altri titoli, che meLiel'ù III q 
deposito per ricavame un capitale O. ~ = Ca. E così vino 
Se di queste operazioni ne compie m avrà complessivam nta 
in deposito titoli per un capitale di lire 
e avrà, inoltre, in suo posses o un residuo capiLalc C.,. Il "alore 
dei titoli in deposito, per quanto s'è detto precedentemenLe, può 
mettersi sotto la forma: 
o anche 
[ p ( P )2 (P )"-11 01+ q + q + .. . + q . 
Ma la palt.e chiusa in parentesi rettangolare è una progres-
sione geometrica. eli ragione l!.. l la precedente espl'éssione ('o pereiò q 
eguale a 
l-(~r 
0 - p - ' 
1- q 
il quale valore è maggiore di C, perehè p < 1. q 
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15. Limiti della speclliazione. - Un limite superiore di tal va-
lore si ha subito osservando che se il numero m fosse grandissimo, 
passando al limite per m infinito, avremmo: 
lim (g)m= O. 
m=«> q 
E allora il valore complessivo dei titoli messi in deposito rislù-
terebbe 
c 
1 q 
p = C q_p 
l--q 
Questo risultato ci dice che al variare di 1!.. da ~ a ~ minimo q 3 5' • 
e massimo valore del coefficiente di riduzione, stabilito di solito 
dalle Banche per i valori dei titoli in deposito, lo speculatore, che 
disponga di un capitale iniziale C, potrà mettere in deposito titoli 
per un valore che può oscillare fra il triplo e il quintuplo di C. 
Ne consegue che se il corso dei titoli rialza, lo speculatore ri-
trarrà dalla sua operazione un utile teorico che può essere da 
triplo a quintuplo di quello che non gli avrebbe consentito il suo 
capitale C. E cosi, se il corso dei titoli ribassa, egli incontrerà una 
perdita che può essere da tripla a quintupla di quella cui sarebbe 
andato incontro col solo suo capitale. 
In particolare, se il valore dei titoli alla scadenza dell'opera-
zione fosse proprio pari alla frazione 1!.. del loro valore medio du-q 
l'ante l'operazione, il valor capitale dei titoli in deposito si ridur-
rebbe a 
q ]) P 
C q -]i X -Ci = C q _ p 
cioè: il valore dei titoli in deposito, invece di essere compreso fra 
il triplo e il quintuplo del capitale C, risulterebbe compreso fra il 
doppio e il quadruplo. E allora lo speculatore, nella restituzione 
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alla Banca delle somme ricevute in anticipo, rimeUcrebùc l'intero. 
suo capitale, perchè: 
q p 
O q-p -O q_p =0; 
oltre, ben inteso, il pagamento degli interes i e delle speso JI10-
l'enti alI operazione. 
b) OPERAZIONI DI BORSA. 
16. Operèlzioni di borsa. - Altro tipo di operazioni ~t ùreve SL'[l-
denza di grande importanza è costituito dalla. comperll e dalla. 
vendita dei valori mobiliari. Queste operazioni vengono compiute, 
di solito, per il tramite di mediatori autorizza.t.i (agenti di cambio) 
in un apposito locale, che si chiama Borsa. 
Il prezzo o cono dei valori oscilla, in linea di massima, per il 
fatto della variazione delle offerte e delle domande e, in linea spe-
cifica, per ragioni politiche generali od economiche cOlltingen Li 
e padicolari; varia anche per il fatto che sui va.lori med >::;imi 
maturano gli interessi. I prezzi l'i ultano dal listino ufficiale com-
pilato, giornalmente, sulla base dei prezzi fatti, dal Sindacato dei 
mediato?'i, con l'intervento di un rappresentante la Deputaziolle 
di B01'sa (art. 18, legge 20 marzo 1913, n. 272). 
Un titolo è alla pari se il suo coro eguaglia il valor nomi-
naIe; fa invece premio o perdita secondo che il corso supera il 
valor nominale o ne rimane inferiore. Due titoli diver. i sono in 
parità se i loro corsi sono eqltivalenti, cioè se ]leI' essi risulti il 
medesimo tasso di rendimento dai due titoli. 
Una prima distinzione dei contratti di Borsa e legata al Lem [lO 
di loro vigore: se l'operazione rimane completamente definita e 
superata all'atto stesso della contrattazione, cioe se rimane limi-
tata ad lmo scambio di titoli col numel'al'io equivalente, essa di-
cesi operazione et contanti; se invece si interpone un lasso cii 
tempo (in generale non imperiore ael un mese) fra la stijJulazione 
del contratto e la sua definizione, essa dicesi operazione {J t Pl'mi I/P. 
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I contratti a termine si distinguono poi in: fermi) se l'impegno 
stipulato è indissolubile, ed a premio se, mediante un' indennità 
detta premio, il contratto può essere rescisso avanti la scadenza. 
Il giorno di scadenza dicesi giorno di liquidazione e coincide, 
di solito, con la fine del mese. 
17. Contratti a contanti. - Nelle operazioni a contanti non 
possono aver luogo variazioni per fatto di interessi. La tecniea di 
queste operazioni è semplicissima: si tratta di calcolare il nume-
l'ario occorrente per l'acquisto di titoli, ovvero quanti titoli di una 
data specie equivalgono un dato numerario. Una piccola compli-
cazione è dovuta all'intervento della tassa sui contratti di Borsa 
e alla mediazione che si dovrà corrispondere all'agente. 
Il problema generale che si presenta allora, può essère il se-
guente: Qual capitale occorre per acquistare N titoli al corso C, 
se CI. è la tassa di bollo e la mediaZione è S % del capitale? 
Si osservi che, per l'acquisto di un titolo, dovendo tener: conto 
della mediazione, occorre (1 + 1~0) C e per N titoli 
sicchè il capitale ric,hiesto è 
-NC(l+~-)+ _ NC(100+B)+100a 
.iJ - 100 a - 100 
Se, invece del numero N dei titoli, fosse dato il loro reddito com-
plessivo R e quello percentuale r %, basterebbe sostituire nella 
formola precedente ad N l'espressione equivalente ~ e si avrebbe 
x= 
RC (100 + S) + 100 1"a 
100 l' 
18. Contratti a termine. - Le operazioni a termine costituiscono 
il maggior numero clelle contrattazioni in Borsa, perchè meglio si 
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prestano alla speculazione. E. e, invero, per il falto che possono 
esser saldate dalle differenze fra i corsi di l iquic1azione e quelli 
di contratlo, non abbisognano della effettiva disponibilitù dei capi-
tali su cui operano: basta una coperht1'(l, a giudizio dell'agoni' 
di cambio. 
Caratteristica fondamentale delle operazioni a termine L' clll' 
compera titoli chi prevede un rialzo elel eorso di questi titoli l' 
vende chi gindica che il coro abbia a ribassare. I compratori Ollil 
dunque riaZzisti, i venditori . ono 7·ibassisti. L'utile del eOUlpra-
tore sta nella differenza fra il corso di liquidazione e quello 
di compera; l'utile del venditore sta nella differenza fra il cor:-;o 
di vendita e quello di liquidazione. Se queste differenze risultas-
sero negative rappresenterebbero verdita. 
In ogni contratto a termine il compratore ha lo. facoltà di 
sconto: eli chiedere, cioè, la consegna dei titoli avanti In sca-
denza, purchè siano decorsi sei giorni almeno dall'ultima liquida-
zione eli Borsa (art. 34, Regolamento .J- agosto 1813, n. 10GB). 
Ciò il compratore fa, di solito, quando il titolo tendo all'ibasso, 
e vi è indotto o per impedire che il venditore metta i titoli sul 
mercato, rinforzando con ciò quella tendenza, o ver costringero il 
venditore a comprare i titoli, se non li possiedo, o eon ciò a cl(,ter-
minare un rialzo. 
Il corso dei titoli nelle operazioni a termine' è, ùi sol i to, ~tl(IIl}\J1l() 
superiore del corso per le operazioni a contanti, sia per il falio 
che, nel tempo frapposto fra la stipulazione elcI contrailo c la 
liquidazione, decorrono gli interessi, sia pel'chè, dalle loro opposte' 
previsioni sulle variazioni del corso, i contrae n ti sono indotti ad 
accordarsi su di un corso allettatore. 
La differenza fra il COl' o del termine e qnello del contanLe di-
cesi rip07·to, se positiva, deporlo. se negativa. 
19. Contratti fermi. - Consideriamo una compera cii ?b j tiloli 
al corso Cl e una vendita di n 2 titoli al cor~o C •. 8e L ì: jJ (;ors() 
eli liquidazione, l'utile della compera sarà: 
(16) 
e l'utile della vendita sarà: 
(17) 
Se poniamo 
(18) 
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L-Oj='l 
O2 - 0 1 - -r, 
le espressioni degli utili saranno, più semplicemente : 
(16') 
(17') 
L'utile complessivo della compera e della vendita, supposte com-
piute da una medesima persona, sarà allora: 
cioè 
(19) 
Af:fì.nchè l 'utile ~t delle due operazioni risulti nullo, dovrà essere 
Indicando con lo il valore di l che rende ~t = O, SI ha: 
(20) 
Questa relazione dimostra, intanto, che lo dipende dalla diffe-
renza r fra il corso di vendita e il corso di compera e dal rap-
porto del numero dei titoli venduti al numero dei titoli compe-
rati, Invero, posto 
(21) 
si ha, sostituendo e riducendo: 
(20') pr lo= --1- ' p-
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Si osservi, per altro, che la relazione (19), per In, (20), può aneho 
mettersi sotto la forma : 
ovvero 
(19') 
cioè: l'utile complessivo è il prodotto dellct differenza fra il III/-
mero dei titoli compemti e qnello dei titoli L el1duti per la dif-
ferenza f1'a il C01"SO di liqtlÌdazione e quello che 1'(mderevve 1111110 
l' Ldile medesimo. 
Il corso che rende nullo l'utile complessivo uol chiamarsi corso 
limite. La (19') può allora così interpretarsi: 
L'ntile complessivo di d'ue ope1'azioni ferme, una di c01llpem 
e ~tna di vendita, è lJosit'ivo (guadagno) quando, esseI/do il nu-
mero dei titoli comprati maggio1'e o minore del numero dei titoli 
venduti, il cm"so di hquidazione 1'isnlti rispettivamente 1Jw.rJ,qio1·(, 
o mino1'e del corso limite. Q'Ltando ciò non ha luo.r;o, l'utile sa/'rì 
negativo (perdita). 
20. Punto limite. - Una rappresentazione grafica della vanaZlOlle 
dell'utile, considerato questo come funzione dei corsi, mette in luce la 
pratica importanza della quantità lo, definita dalla (20'). 
Definito semipiano positivo rispetto ad una orizzouLale la parte del piano 
che sta al disopra della orizzontale, e rispetto ad una verticale la parte 
del piano che rimane a destra della verticale, diremo semipiano negativo 
sia la parte del piano che rimane sotto alla orizzontale, sia quella cliP 
rimane a sinistra della verticale. 
Se assumiamo l'orizzontale come asse dei corsi e la verticale come asse 
degli utili, supposta l'origine degli assi nel punto corrispondente al corso Cl 
della compera, per le (18), il corso di liquidazione avrà per ascissa l e il 
corso di vendita avrà per ascissa 'f . Di più il corso limite avrà per ascissa l". 
Il punto la cui ascissa è lo diremo punto limite. 
La (20) o (20') può allora cosi interpretarsi : il punto limite è plJsitiro 
se, essendo il corso di vendita maggim'e o minore del corso di compera, 
anche il nU1ner"o dei titoli venduti è maggiore o minore del numero dei titoli 
comprati,. il plutto limite è negativo se, al corso di vendita maggiore o miltorr' 
del corso di compera, corl"isponde Wl nU1/1l?rO di titoli l'el/duti t'ispettù)((" 
mente minore o maggiOl'e del numero di titoli comperati. 
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Nella rappresentazione grafica sopra definita le equa7.ioni (16'), (17') e 
(19'), di primo grado nelle variabili u ed l, rappresentano delle linee rette (i). 
Vediamo di costruirle. 
--t 
c 
E'ig. 6. 
(i) I programmi delle Scuole Medie eli Commercio di 3° grado vogliono nel 
2° anno lo studio della rappresentazione grafica dell e funzioni. Si può supporre, 
perciò, che lo studente sappia perchè una funzione lineare di una sola varia-
bile rappresen ti una retta. 
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A tal fine ricordiamo, anzitutto, che i due assi cOOI'l1in(l,ti sopra definili 
dividono il piano in quattro regioni angolari; che la priml1 ai que te 
regioni è quella ai cui plmti corrispondono valori positivi così per l como 
per u, la seconda è quella ai cui punti cOlTi pondono valori positivi per Il 
e negativi per l, la terza è quella ai cui punti corrispondono valori negativi 
così per '!t come per l, la quarta è, infine, quella ai cui punti corrispondono 
valori negativi di 11 e positivi di l. 
Linea dell'utile di nna compel·a. - Ciò premesso, os erVio.lllo lo. (16'): 
essendo in essa n i essenzialmente positivo, snrà Ili posilivo o negativo 
secondo che l è positivo o negativo. I punti della retta rappresentlltrice 
di !ti giaceranno perciò nella primo. e nella terza regione del piano. Di più 
per l = O è 11 i = O: il punto d'origine degli assi appartiene, dunq ne, alla 
retta. Questa retta allora passa per l'origine e la sua direzione positiva aeve 
in ogni caso fare un angolo acuto con la direzione positiva dell'asse dei 
corsi. Si conclude: l'utile d'una compera fenna è rappresentI/Io da lilla ?'et/a 
la cui elil'ezione positiva fa angolo acuto con la cl i'/"ez io ne positiva dell'asse 
dei corsi (Vedi retta c nella figura 6). 
Linea dell'utile eli Ima vendita. - Consideriamo adesso 1' equazione 
(17'). Se y > O, sarà 112 > O per l < O e vi sono, perciò, punti dello. retto. 
nel secondo quadrante; sarà Il '} > O per O < l < '(, cioè lo. l' lto. aLt ravcr~a 
anche il primo qua.drante; sarà, infine, 1t2 < O per l> '( e la retta, in COl" 
rispondenza, giace nel quarto quadrante. Al variare di l do. - 00 a + 00 
la retta attraversa, dunque, il secondo, il primo e il quarto quo.dranll'. 
A.nalogamente si vede che per y < O la retta attraverserebhe il secondo, 
il terzo e il quarto quadrante. In ogni caso allora la direzione positiva di 
una tale retta deve fare un angolo ottuso con la direzione positiva del-
l'asse dei corsi. Concludiamo perciò: l'utile cl'una vendita ferma è ?'upll1"1!-
sentato da una retta la cui d/?'ezione positiva fa an.golo ottuso con la dÙ'e-
zione positiva dell'asse dei COl'si (Vedi retta v nella Ji gura 6). 
Linea dell'utile di ll?Ut compera e di una vendita. - Per la. costru-
zione della retta rappresentalrice dell' equazione (19'), cioè dell' utile ri-
sultante dalle due operazioni elementari or ora studiate, basta fo.r riferi-
mento alle rette c e v, già costruite. Per ogni valore di l, dovendo essere 
n = li, + u." l'ordinata di ogni punto della risultante si otterrà sommando 
le ordinate dei punti corrispondenti delle due rette componenli. In par-
ticolare, per il punto 0, in cui la retta c taglia l'asse dei corsi, l'ordinat.a 
essendo zero, l' orrunata del corrispondente punto della risultante sarà 
eguale all'ordinata del corrispondente punto A dell'altra componente I); 
così come l'ordinata del punto B della retta c corrispondente al punto y di v, 
in cui questa taglia l'asse dei corsi, eguaglia l'ordinata del corrispondente 
punto della risultante. Questa si ottiene, perciiJ, congiungendo A ('OB B 
(Vedi fig. 6). 
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Si noti: la risultante l' taglia l'asse dei corsi ln un punto a cui cor-
risponderà un utile complessivo nullo: tale punto è, perciò, il punto limite 
di ascissa lo' La risultante è, pertanto, assimilabile ad una compera o ad 
una vendita secondo che la sua direzione positiva fa angolo acuto od ottuso 
con la direzione positiva dell'asse dei corsi j nel primo caso, secondo che il 
corso l di liquidazione risulti maggiore o minore di lo, si avrà utile o 
perdita j e viceversa nel secondo caso. 
21. Contratti a premio. - Un'altra molto notevole classe di ope-
razioni a termine è quella dei contratti a premio, cioè revoca bili 
mediante un compenso, detto p1"emio. Della facoltà di revoca può 
valersi uno solo dei contraenti e, a seconda che essa è riservata 
al compratore ovvero al venditore, si hanno due tipi diversi di 
operazioni. 
Il primo tijJo di operazioni è quello dei premi pe1' acquisto o, 
secondo i francesi, lJer lever; secondo gli inglesi, call; secondo 
i tedeschi, Vorp1"amie. 
L'altro tipo di operazioni dicesi invece dei premi peT consegna 
o, secondo i francesi, per livrer; secondo gli inglesi, put:; secondo 
i tedeschi, RuckpTamie. 
:0roi ci occuperemo solo del primo tipo, che è il più seguìto. In 
questo caso il compratore di premi limita inizialmente la sua 
perdita a un massimo, pari al valore del premio per il numero dei 
titoli del contratto, perchè, in caso di ribasso dei corsi, egli, in 
qualunque tempo avanti la vigilia della liquidazione, può, se crede, 
abbandonare il premio e risolvere il contratto. Nel giorno prece-
dente quello di liquidazione, detto giorno della risposta dei premi, 
il compratore deve dichiarare in Borsa se intende abbandonare il 
premio; se no, l'operazione dIventa ferma ed egli dovrà l 'indomani 
acquistare i titoli. 
Il corso di compera nei premi per lever è alquanto superior@ al 
corso di compera ferma, dato il maggior svantaggio aecettato dal 
venditore; invece nei premi per livrer è piuttosto inferiore a 
quello di vendita ferma, come compenso alla posizione svantag-
giosa del compratore. 
In entrambi i casi la differenza fra il corso dei premi e quello 
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del fermo si chiama scarto. E lo sLudio clella Y3riazionc degli 
scarti avrebbe notevole importanza teorica e pratica. 
Il premio è di solito compre. o nel corso; es o è tanto mag'giorc 
quanto minore è la saldezza del titolo. Lo si suole indicare po-
nendolo a destra del corso, separato da una lineetta verticale. Se 
C è il corso e p è il premio, si scriver à, perciò, CIp e i lcggC'l'lÌ 
C dont p (cioè: corso C, di cui p per premio). 
La differenza fra il corso e il premio, cioè - p, suoI chiamar. i 
piede del p1·emio. Se le oscillazioni del corso tendono ad un corf'O 
di liquidazione L superiore al piede del premio, l'operazione si con-
clude come un'operazione ferma. 
L'utile dell'operazione sarà, in tal caso, per ?/ titoli comperali : 
'Il = n (L - C). 
Invece, lu, tendenza del corso verso un valorC' di L < C, fa n'-
scindere il contratto, abbandonando il prC'mio; l 'utile l\, in tnl cnso, 
~L= - np, 
valore massimo della perdita cui può andare inconLro il ('0111-
pratore. 
Il venditore, invece, può andare incontro a qualun que perdita col 
crescere del corso, e ha 'Lill massimo beneficio, pari ad '11]1, ;;010 
quando il corso ribassa a meno del piede del premio. 
Se il corso di liquidazione risulta compreso fra C - p e C, il 
compratore avrà una perdita inferiore al premio, e inferiore al 
premio sarà l'utile del venditore. 
22. Linea dell'utile di una compern di premi. - Riferiamoci 
al solito sistema di assi ortogonali, assumendo per ascissa il corso f' per 
ordinata l'utile. Si consideri una compera di premi e si assuma come origil1P 
degli assi il piede del premio C - P = C, Il corso di compera avm allo]':! 
per ascissa p e, posto 
l=L-C, 
l 'utilil della compera di n titoli sarà dato dall'pquaziollf' 
11 =n (l-p), 
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che rappresenta una retta, la cui direzione positiva fa angolo acuto colla 
direzione positiva dell'asse dei corsi, così come per una compera ferma. 
Però, siccome per 1=0 è u = -np (valor massimo della perdita), il punto 
corrispondente della retta rappresentatrice è da assumersi come origine della 
retta medesima. In altre parole, la variazione dell'utile è rappresentata, in 
una compera di premi, da una semiretta uscente dal punto definito da 1=0, 
lO = -np e passante per il punto 1= p, u = O. 
Spesso si suole aggiuugere a questa semiretta la semiretta parallela all'asse 
dei corsi, avente la medesima origine della semiretta precedente e della quale 
verrebbe ad essere, in certo qual modo, la continuazione. Con ciò si vuoI 
ricordare che, per qualunque ulteriore discesa del corso, la perdita è costante. 
In realtà, però, è da osservare che l'operazione è per intero rappresentata 
dalla prima semiretta (Vedi retta c nella figura 8). 
La medesima operazione, dal punto di vista del venditore, sarà rappre-
sentata da una semiretta la cui direzione positiva fa angolo ottuso con la 
direzione positiva dell'asse dei corsi (Vedi retta v nelle figure 7 e 8). 
23. - Oome applicazione dei concetti precedenti, vogliamo determinare 
l'utile complessivo sia d'una coml)era ferma e di una vendita a premio 
(premio contro fermo), sia d'una compera a premio e d'una vendita a 
premio (premio contro premio). 
P1·emio contro fermo. - Siano n 1 i titoli comprati al corso O, e 
nz quelli venduti al corso C2 / p. Poniamo 
e assumiamo 01 come ongme del solito sistema di assi ortogonali, in cui 
l'ascissa rappresenti i corsi e l'ordinata l'utile. S<Lrà Y l'ascissa del piede 
del premio, y + p <luella del COl·so O" e l quella del corso di liquidazione. 
L'utile della compera sarà dato da 
(22) 
quello della vendita a premio da 
uz' = 122 (y + p - l) per l? y 
oppure da 
per l < y. 
INSOlJERA 1 Elem. di lI{atemaficft, ecc. 5 
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L'utile /I I sarà rappre entato dalla retta c della figura 7, l'ntile /l' " dallu 
semiretta V, uscente dal punto A verso destra, e l'utile /1'\ da quella l~SCente 
dal punto A verso sinistra, 
Il 
c 
--tI 
/ ' 
c 
-Il 
J" ig, 7, 
L'utile complessivo, per l ? Y, sarà pertanto 
u = 111 l + n2 (y + P -l), 
cioè 
Per questa parte, l'identità col caso di operazioni ferme è completa, La 
risultante, costruita come nel caso di opera:tioni ferme, è la semircUa l'I 
uscente da C, che ha per ordinata la somma clelle ordinate dei punti A e B 
su v e su c rispettivamente, e per ascissa il minimo valore, Y, di t. 
Invece, per valori di l < Y, l'utile complessivo è 
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che è l 'equazione d'una retta, le ordinate dei cui punti, ~ pal'itit di ~scissa, 
differiscono da quelle dei punti della retta di equazione (22) per una quan-
tità. 112P, costante al variare di 'lt e di l. Le due rette, cioè, conservano 
sempre eguale distanza e, quindi, sono par~llele . Si conclude che la risul-
tante delle due operazioni, per l < y, è la semiretta r 2 uscente dA. C pa-
rallelamente alla retta c. 
La risultante totale è, dunque, la spezzata con vertice in C, formata dalle 
due semirette 1' j e 1'2 (Vedi fig, 7). \ 
Si noti; il problema che esaminiamo ammette due punti limiti: le inter-
sezioni di )', e di 1'2 con l'asse dei corsi. L'uno è 
lo' = 111 (y+p) = p(y+ p) , 
n2-n, p-l 
che non differisce sostanzialmente dal punto limite definito dalla relazione (20) 
per il caso di operazioni ferme; l 'altro è 
essendo p il rapporto di n2 ad n ,. 
Le oscillazioni del corso fra questi due limiti assicurano un guadagno; 
il rialzo oltre l'o, così come il ribasso oltre l"o, determinano la perdita. 
Premio contro premio. - Si considerino n, titoli comperati al corso 
Cl/P, e n2 titoli venduti al corso C2 / P2 ' Poniamo C2 - Ci = y e assu-
miamo C l - p, come origine del solito sistema di assi ortogonali (Vedi 
fig. 8) . Sarà Pl l 'ascissa del corso di compera e per p, passerà la relativa 
semi retta c dell'utile; sarà P2 + y l'ascissa del corso di vendita e per tal 
punto passerà la semiretta v dell'utile corrispondente. 
Essendo, come al solito, l = L - C" per valori di l:;::: '( tutto procede 
come per le operazioni ferme e la risultante sarà la semiretta 1", nscente dal 
punto C e costruita come congiungente i punti A e B di c e di v, rispet-
tivamente. 
L'equazione di l' è, se n, sono i titoli oomperati e n~ quelli venduti ; 
ovvero 
In particolare, se si pone n2 = pn l e si suppone p, = P2 = p, si ha; 
It = n, [(l - p) (l- p) + P'f]. 
-6 
Per valori di l compresi fra zero e 'f, l'utile, per il fatto della veuditn, 
rimane costantemente n2 P2' meutre per il fatto della compera si COlll-
porta come in un'operazione ferma; la risultante dovrà perciò mantenersi 
a distanza da c pari ad rt2 P2: essa è la CD parallela alla l'etta c. 
Fig. 8. 
Infine, per valori di l < O si ha costantemente un guadagno n2 1)2 () 
una perdita rti p,; la risultante sarà, perciò, la retta uscente da D parallela-
mente all'asse dei corsi, a distanza n2 P2 - n, lJ,· 
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ESERCIZI 
1. Con 25.000 lire di capitale quanta rendita 3 '/2 % si può com-
perare, se dev'esser corrisposta una tassa del 9 % sullft rendita e un diritto 
di commissione all'agente dell' 1 % sul capitale? 
2. Si fa una compera fermft di 1000 titoli di rendita, di valor nomi-
nale 100 lire, al corso 93,50, e una vendita ferma di 1250 titoli, medesimo 
taglio, a 95. Si calcoli il punto limite. 
3. Si calcolino i punti limiti, fra i quali deve oscillare il corso di 
liquidazione, affinchè, comprando fermo a 93,50 i 1000 titoli di cui al 
precedente esercizio, e vendendo gli altri. 12.50 a 95/0,50, si abbia un utile. 
J. Si costruisca la linea dell'utile nell' ipotesi che, sia la compera sia 
la vendita, di cui al precedente esercizio, sùtno a premio, essendo il premio 
0,2.5 per titolo. 
c) OPERAZIONI DI CAilffiIO . 
24. Generalità. - Altro importante ramo di operazioni a breve 
scadenza è quello che si ricollega ai pagamenti a distanza. E, fra 
queste operazioni, quelle con l'estero son0 di maggior rilievo, sia 
dal punto di vista pratico, sia dal punto di vista teorico. 
La monetazione, diversa da Stato a Stato, e l'oscillazione del va-
lore commerciale della moneta, assieme al naturale desiderio eli 
ognuno di regolare i propri impegni nel moelo piu conveniente, 
dànno origine a queste particolari operazioni che, sinteticamente, 
si definiscono operazioni di cambio. 
Per evitare l'invio di numerario, con relative spese e rischi, i 
pagamenti con l'estero si sogliono fare per mezzo di lettere di 
cambio e in due modi distinti: o per rimessa o per t1"atta. Nel 
primo caso si compera nella piazza debitrice lilla tratta sulla piazza 
creditrice e si rimette in pagamento; nel secondo caso si trae sulla 
piazza debitrice e si vende la tratta nella piazza creditrice, a sod-
disfazione del proprio credito. 
Se l'operazione si svolge fra due piazze essa si dice eli camb1:o 
diretto, se ha luogo attraverso piazze in~ermec1ie si dirà eli cambio 
i ndi1·etfo. 
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Non diciamo nulla nè sulla natura nè sulle formalitù o roqni iii 
legali e commerciali cui deve .oddisfare la lettera eli c~lInbio, e~­
sendo ciò di pertinenza di altre di cipline. Metterrmo "oltanto in 
evidenza la loro tecnica. 
25. Punto d'oro. - Le tratte ono pagabili Cl l'isfa oppun' (f 
scadenza e pos ono essere girate e scontate; esse hanno, Il rtunto, 
valore eli titoli, che i creditori I~ossono venelere c i debitori cerca no 
eli comperare alle migliori condizioni. Di qui la tendenza, al rialzo 
degli uni e al 1"'ibasso degli altri. 
Se in una viazza vi sono più Cl·editori dell'estero eh non debi-
tori, abbonda l'offerta eli d1·viso, este1·0 (I) e il corso elol cambio 
scende; viceversa, qualora abbondino i debitori dell'estero, v'ò 1ll0ltu 
ricerca di elivisa e il cambio alza. InsommE~ le oscillazioni dol 
cambio sono rogolate, in massima, dall a legge dell'offerta e dplla 
domanda. 
Nelle oscillazioni del cambio ·i può pervenire a un punlo a par-
tire dal quale In. piazza debitrice possa trovar più convenil'n((~ 
spedire numerario, anzi che comprar carta. Si che: all ora che il 
cambio ha raggiunto il p1.lnfo d'm"o; ed esso il punto d'oro d'lIsritfl 
per la piazza debitrice, cl' entrata por la piazza Cl' di (ric.:o. 
Por ogni piazzn, si hanno, dunque, dne punti d'oro: UIlO di f'J1-
trata ed uno di uscita, e fra essi lJUÒ oscill are il cambio. 
Se la bilancia commerciale fra le due piazze stesse in eljllililJrio, 
cioè vi fossero tanti creditori e dehitori nelhll1a quanti nc·Jl'altnl. 
le due piazze si direbbero in paTità e il cambio r;nrol)lw Lode chI: 
il prezzo dell"oro l"Ìescirebbe identico nelle due piazze'. 
26. Certo ed incerto. - Èinvalsa da tempo la consueLudinll eli 
indicare il corso dei cambi in uno dei due modi seguen Li: o ci l'i 
riferisce alla quantità di monete straniere equivalenti ad una uniUL 
(I) Le varie specie di tratte diconsi di/'ise e si distinguono dal nome dI'II" 
piazza cui si riferiscono: si dirà, perciò, il Londra, il Parigi CCC., l'cr indicarr' 
tratta su Londra, tratta su Parigi ecc. 
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di moneta nazionale (o ad un numero fisso di unità) , oppure di una 
unità di moneta straniera si indica l'equivalente in moneta nazio-
nale. Nel primo caso si dice che la piazza dà i l ce1·to (Londra, Ne\\'-
York, ecc.); nel secondo l'inceTto (Parigi, Italia, ecc.). 
N el li stino dei corsi è indicato anche il tasso di sconto rispetto 
alle piazze cui si riferisce il listino. 
In quel che segue ci occuperemo soltanto del cambio diretto. 
27. Cambio diretto. - Siano A e B due piazze cambiste. Se le 
piazze dànno il certo, siano af3 e ba i corsi 'Lmita1'i del cambio 
di A su B e di B su A: sia, cioè, a J la quantità di monete di B 
equivalente ad una unit.à monetaria della piazza A in A, 6 Va l a 
quantità di moneta di A che vale una unità mon etari a eli B nell a 
piazza B. Se invece le piazze dànno l 'incerto , indichino Ch e ~a i 
corsi unitari di A su B e di B su A rispettivamente, cioè : è aù la 
<}uantità di moneta di A che vale Ul~a unità eli B nella piazza A, 
e R" la quantità eli moneta della piazza B (;h 6 vale una unità eli 
moneta della piazza A in B. 
Se le due piazze sono in pCl1'ità e dànno r eciprocamente il cer to, 
dev'essere 
(23) aB. ba = 1; 
e se elànno reci procamente l'incerto, dev'essere purE: 
(23') 
come s'inferisce agevolmente dalle definizioni stesse. 
Nel listino possono essere indicati i cambi per Ca1"ta b1'eve (a 
vista o di scaelenza non superiore a un mese) e quelli per cm"fa 
Z'/.tnga (di scadenza superiore ael un mese e non superiore a tre). 
Sia nab la scadenza t ipica del listino di A rispetto a B e n ùa 
quella del listino di B rispetto ad A; e siano i a'J e i ùa i tassi di 
sconto rispettivamente di A per B e di B per A. 
Come regola internazionale, gli inteTessi devono eSSe1"e calcolati 
sulla base del tasso di sconto della piazza nella quale ,gli effetti 
-sono pagavili. 
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28. Valore attuale di una (livisa. - Alle operazioni di cambio 
presiede il seguente principio generale: il valore attI/aIe di /li/(( 
divisa, di scadenz(L inferiore a quella tipica del listino della piazza 
in cui è pag(tbile, si ottiene aggiungendo o sottraendo .r;li inte-
ressi secondo che la piazza dà. l'ince1·to oppll1'e il certo. 
Infatti se la piazza A dà l'incerto 11 scadenza l1 /1b vuoI dire <:110 
l'unità monetaria di B, esig ibile fra l1 nb , vale oggi ab unità eli A 
nella piazza A; epperò se l 'unità di B e da esigere fra. un numero 
di giorni n < n "b ' essa varrà oggi un numero di unità monetario 
di A maggiore di ab; la maggiorazione sarà data dall'inleresse 
l'elativo al periodo n ab -11, calcolato al tasso i"b' se pagabile in A, 
L'unità monetaria di B esigibile fra n giorni, in moneta, della 
pIazza A, VIene, dunque, espressa in tal ca o da 
(2'*) 
e "endo, come al ,olito, 
e 
n 
f= 360 ' 
Invece, se la piazza A dà il certo a scadenza n"b vnol dire (;ho, 
in luogo di una unità monetaria eli A oggi, , i potranno es igrl'C' 
CIp unità monetarie di B fra n"b g iorni. E all ora rra n < 17,"'1 giorni, 
di unità monetarie di B ne basteranno di meno. '1\116 diminuziono 
e dovuta, come l'incremento nel (;aso precedente, agli illi.oref;~i; 
sicche l 'unità monetaria di A in moneta di B, esigibilo ('l'n, 11 giorni, 
è espressa da 
E al lora una unità di B esigibi le fra n giorni va1'l'h 
(261 
~e1l8 precedenti formolo si è me.'so il tasso eli sconto i"ò della 
piazza A rispetto a B, perche si suppone l 'effetto llag1Ll}jle sulla 
piazza A, 
- 73 -
Le formole (2-:1:) e (25) risolvono i problemi fondamentali del 
cambio diretto, perchè permettono di rendere paragonabili i cambi 
delle varie piazze, malgrado le diversità di scadenza, di tasso e 
altro, afferenti ai vari listini. Si dice, pertanto, che con ta li ope-
razioni si livellano i cambi. 
Nei due casi fondamentali precedenti, se fosse dato il valore 
attuale, rispettivamente X e Y, e si volesse COlloscere il valore V 
r1ella tratta alla scadenza degli n giorni, basterebbe procedere in 
senso inverso, per pervenire alle relazioni reciproche delle (24) 
e (25) . Si aV}·ebbe cioè rispetti va,mente : 
V = ---,-----;-;;X_T_-=~, 
ab [1 + ((ab - n ia.] , 
V=Yaf3l1-({.b-()iab J. 
29. Regola congiunta. - Una regola pratica, per calcoli pre-
cedenti, è la cosidetta Te.gola congiunta. Essa consiste nel costruire 
una successione di equivalenze fra unità di specie diverse, cosi che 
la specie delle unità del primo membro di una equivalenza sia 
identica a quella del secondo membro della equivalenza precedente, 
e la specie delle unità del secondo membro dell'ultima equivalenza 
sia identica a quella della quantità ineognita, che costituisce il 
primo membro della prima equivalenza. Il prodotto, membro a 
membro, eli tutte le equival8nze da origine ad un'equazione di 
vrimo grado, facilmente risolubile rispetto alla incognita. 
Così, per esempio, alla formola (2-:1:) si può pervenire, come 
segue: 
X unita di A a contante == 1 unità eli B fra n giorni, 
1 unità di B fra n giorni == 1 + ((ab - () iob unità di B fra noI giorni, 
1 unità eli B fra nab giorni == ab unità di A a contante. 
:B'acendo i prodotti, membro a membro, si ha 
x = [1 + ((ab - (') ial,] ab , 
che è la formola (2-1), precedentemente trovata. 
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Analogamente si farebbe: 
Y unità di A a contante == 1 unità di B fra Il giorni, 
1 - ((,.b - (') iob unità di B fra n giorni == 1 unità di B fra ?/"b giorni, 
Cl(3 unità eli B ad nab giorni == 1 unità eli A [l contante'. 
E il prodotto, membro a membro, porta a 
da cui 
che è la formola (25), precedentemente trovata. 
30. Arbitraggio di cambio. - L'w·bit1·a.r;.r;io eli cambio consi~l(' 
nella scelta del più conveniente mezzo di soddi. fazione cl 'gl i im-
pegni con l 'estero. 
Se il cambio è diretto, anche l 'arbitraggio sani diretlo. 
Come s'è già accennato, si può agire: o per rimessa, cioè cum-
prando nella propria piazza A una tratta e rimeLtenclola al credi-
tore nella piazza B; oppure per tratta, cioè facenc1o,;i tml'l" dal 
creditore, il quale vende, allora, la tratta in B a un debitore della 
piazza A, che a sua volta la spedisce in A, dove sarà pagata. 
Vediamo quando convenga l 'nno o l 'altro sistema. 
Faremo riferimento alla piazza A, debitrice clelIa piazza H JlUl' 
una unità monetaria di B. 
Se le due piazze dtLllno reciprocamenle il cerlo (' l'inc'crlu, la 
compar~zione dei corsi mostra subito la maggiore c:onveniPllza. 
Se, p. es., A dà il certo ed è a(3 il corso unitario, B dà l'inCf'l-to 
ed è Ba il corso unitario, essendo tanto a{3 q nanto ~" espresse in 
unità monetarie di B, quando, a parità d'ogni altra r,o ndizioJ1(~, è 
(26) 
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il debitore della piazza A verso B ha convenienza di comprare la 
tratta in A e rimettere; se fosse invece 
(26') a{3 < ~a 
avrebbe convemenza di farsi tra,rre dal creditore della piazza B. 
. Quando poi le due piazze dessero reciprocamente entrambe il 
certo o l'incerto, la comparazione dovrebbe farsi fra un corso 
e il reciproco dell'altro. Oosì per es.: le due piazze A e B diano 
l'incerto; il corso unitario ab di A su B esprime la quantità di 
moneta di A che vale una unità di B e il corso unitario ~a esprime 
la moneta di B che vale una unità di A; sicchè S~ esprimerà la 
quantità di moneta di A che vale una unità di B nella piazza B. 
Epperò, a parità d'ogni altra condizione, se 
converrà rimettere, e se 
1 
Cl b >-So 
converrà farsi trarre. Si può anche dire che converrà rimettere o 
farsi trarre secondo che sia rispet,tivamente 
(:27) ovvero ab. S. > 1. 
Analogamente si dimostrerebbe. che quando le due piazze diano 
reciprocamente il certo, converrà rimettere o farsi -trarre secondo 
che sia rispettivamente: 
(27') ovvero 
Nella pratica questi concetti si t rasformano poi nella cosidetta 
1·e.rlola dei 10.000. Invero se i corsi, come di solito, si riferiscono a 
100 unità monetarie, anzi che ad una, come noi abbiamo fatto, le 
due condizioni precedenti si trasformano in 
Clb • Sa ;: 10000 e 
secondo che le piazze dànno entrambe l 'incerto ovvero il certo. 
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31. Aggio ed arbitraggio. - Un elegante metodo di risoluzione 
dei problemi di cambio si basa sulla r.ozione di a.Qgio. Dicesi aggio il rap-
porto della differenza tra il corso del cambio e il pal·i a qUE' t'ul1imo 
valore (il pari, come s'è visto, non è che il valore intrinseco della moneta, 
cioè il valore di essa per il fatto della SLUt composizione metallica e l1el 
suo peso). 
o 
Se C è il corso, C il pari e a l'aggio, dev'essere, prl" la definiziono: 
a = 
c-c 
C 
e sarà a:;;:: O secondo che il corso supera o no il pari. Risolvendo rispetto 
a C si ha: 
(28) C = C (l + et). 
Da questa formola voglianlO derivare alcune proprietà dell'aggio f> tras-
formare i criteri già stabiliti per l'arbitraggio. 
Facciamo, anzitutto, l'ipotesi che due piazze A e B diano l'incerto. 
Siano allora ab' ab e Ab r ispettivamente il corso unital·io, il pari e l'aggio 
o 
di A per B, e ~(" aa' Ba il corso, il pari e l'aggio di B per A. 
Per la precedente relazione san\ 
ma dev'essere, III ogni caso, 
(29) 
perciò 
ab ~a = (l + Ab) (l + Ba) 
= Ab + B,, + AbBa; 
e siccome l'aggio è una quantità molto piccola rispetto al corso, cosi 
può trascurarsi il prodotto Ab. Bu , senza commettere errore apprezzabile. 
Si può scrivere, pertanto: 
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E allora, tenendo presente la relazione (23') e le due condizioni (27), si 
conclude che: 
per Ab + Ba = O 
" Ab + Ba < O 
• Ab + B. > O 
si ha la parità, 
conviene rimettere, 
• 
con viene farsi tra l'l'e . 
Analogamente si procederebbe nell'ipotesi che le due piazze dessero 
entram be il certo. Si ha dunque: fra dt,e piazze, che si diano reciproca-
mente l'incerto (o il cel·to), converrà 1·imettere o fani t1-arre secondo che la 
somma algebrica degli aggi sia negativa o positiva (o viceversa). Se tale 
somma è nulla si ha la pal·ità. 
Supponiamo adesso che una delle due piazze, per es. A, dia il certo e 
l'altra l'incerto. Siano allora a(3' 0,(3 e A(3 corso, pan e aggio di A per B, 
e ~., ~a, Ba corso, pari e aggio di B per A. 
Le condizioni (26) e (26') dicono che secondo che 
la piazza debitrice A dovrà farsi trarre o rimettere. Esse, per la (28), di-
ventano: 
ovvero, poichè dev'essere in ogni caso ~(3 = ~a, avremo: 
o, infine, 
È ovvio che, se fosse a{3 = ~a, verrebbe anche 
Analogamente si procederebbe quando A desse l'incerto e B il certo. 
Si conclude: f1'a due piazze, che si diano reciprocamente il certo e l'in-
cel·to, converrà (arsi t1'arre o rimette1'e secondo che la differenza degli aggi 
è negettiva o positiva, se la piazza debitl·ice dà il certo, e vicevel·sa, se dà 
l'incerto. Se tale diffel·enza è nulla, si ha le, pa1·ità. 
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ESEROIZI 
1. Nellaglio 1915 il cambio su Londra raggiun e L. ~9,80. Qual premio 
faceva allora l'oro..j,n Italia, calcolando il pari di Ulla sterlina 01'0 a 
L. 25,22? 
2. Se il corso su Berlino è L. 115 (a vi. ta), iO qual prezzo si pul> "cqui-
stare in Italia un effetto di 325 marchi a 40 giorni? (1 marco = L. 1,2:1;) 
al pari). 
3. Torino deve a Parigi 1500 fl'. a vista; essenùo fr. 98,50 il corso n 
vista su Italia a Parigi e L. 101,75 il corso a vista su Parigi in Italia, 
converrà rimettere o farsi trarre'? 
4. Torino deve a Londra 300 sterline a 55 giorni; essendo L. 25,90 
il corso a tre mesi su Italia, tasso 4 %, e L. 25,55 il corso a vista in Italia 
u Londra, converrà la rimessa o la tratta? 
5. Nel caso dell'esercizio n. 4, verificare che il profitto dell'arbitraggio 
è pari alla somma algebrica degli aggio 
6. Nel caso dell'esercizio n. 5, si calcoli il profitto dell'arbitraggio in 
funzione degli aggi o 
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CAPITOLO II. 
Operazioni finanziarie a lunga scadenza. 
§ 1. - Interesse e sconto composti. 
32. Formola dell' interesse composto. - La capitalizzazione 
composta è propria delle operazioni a lunga scadenza, come s'è 
già accennato in principio del precedente capitolo. Stabiliamone 
la tecnica. 
Diremo periodo di capit-alizzazione ogni tempo alla fine del 
quale gli interessi maturati diventano a loro volta, come il capi -
tale, produttivi di nuovi interessi; e si dirà monta?'e M, alla fine 
dell' SOlO periodo l'insieme del capitale e degli interessi a quel tempo. 
Vogliamo determinare, con riferimento al capitale iniziale uni-
tario, il valore di M" supposto che ogni periodo si componga di 
h anni, essendo h un numero positivo, pel momento indeterminato, 
ma che può essere così intero come frazionario. 
Sia i il tasso annuo d'interesse unitario. Alla. fine del primo pe-
riodo sarà indubbiamente 
M1 =1+hi. 
Alla fine del secondo periodo sarà: 
Alla fine del terzo periodo avremo: 
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Se alla une dell' s _1'3iI/l0 periodo è 
sarà, alla une dell' s7ll0 periodo: 
M,=M,_, + M, _, hi= Ne, (1 +hil 
e quincli 
(1) M, = (l + hi )'. 
È questa la formola dell'interesse composto. Più in generalo, 
se fosse C il capitf\le iniziale, sarebbe ovviamente: 
(2) M, = C (l + hi)'. 
Per le ipotesi fatte finora, s è un intero positivo. 
La formola (2) contiene cinque quantità: essa pel'metLe, teuri-
camente almeno, la risoluzione di cinque clisLinLi problemi, :-:econclu 
quale eli queste quantità si cerca dati i valori cl elle altre (lunt trl). 
33. Formola dello sconto composto. - Se nella forJUoJ~t (2) sup-
poniamo dati M" h. i ed s ecl incognito il cavitnJe i nizinlo C, si 
otterrebbe immediatamente: 
(3) C = M, (l + hi) -' . 
C è dunque il valore attuale eli una somma M, c1isponilJile fra 
7zs anni, se la capitalizzazione composta si effettua per periodi cia-
scuno di h anni al tasso unitario annuo i,. 
La (3) è, pertanto, la formola clello sconto comjJosto. 
L a formola (3) non differisce sostanzialmente dallfL fOl'mola (2), 
la quale, pertanto, è valida anche per valori negativi clell'espo-
nente. 
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Se ci riferiamo al montare unitario, cioè M, = 1, il valore dello 
sconto composto è 
S = 1 - (1 + hi)-' ; 
se, invece, ci riferiamo ad un capitale iniziale unitario, cioè 0=1, 
il valore dell'interesse composto è 
I = (1 + hi)' - 1. 
Da quest'ultima formola, moltiplicando ambo i membri per 
(1 + hi)-' , Si rIcava 
1(1 + hi)-' = 1 - (1 + hi)--' , 
cioè: 
S == I (1 + lzi)-' . 
Si conclude: .lo sconto composto, ·al p1'incipio del tempo s, 
è eguale al valore attuede degli interessi clccwnulati dm'ante il 
tempo s. 
34. Tassi equivalenti. - Due tassi d'interessi, capitalizzabili ]Je1' 
periodi differenti, ì quali portino, in tempi uguali, da un medesimo 
capitale iniziale al medesimo montare, si dicono equivalenti o C01'-
1'ispondenti . Tali sono, pertanto, i due tassi i e t per i quali si 
abbia: 
(4) M, = O (1 +hi)' =O (l + kt)', 
essendo h il numero degli anni del periodo di i e k il numero degli 
anni del periodo di t, ed essendo s ed l' tali che 
hs = k1'. 
Dalla formola generale (4) possiamo dedurre alcuni casi lJarti-
colari di notevole importanza pratica. 
Se facciamo h -1, sarà, per la relazione precedente: 
INsor", ERA, E/em . eli Matematica, ecc. 6 
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e quindi avremo, dalla (40) : 
(5) (1 + i )' = (1 + 71tJ" . 
Poichè s è un intero, positivo o negativo, e k ò una quantitit su 
cui nessuna ipotesi è stata fatta, u,ll'infuori che sia posit.iva, così, 
in generale, il rapporto f può essere frazionario. 
Con ciò la formala dell'intere se composto risulta valida anche 
per durate espresse mediante numeri frazionari. 
) 
Se poi, oltre a porre h = l, facciamo k = - verrit In' 
r=ms, 
e allora, indicando, come SI suole in tal caso, t con jm t la (4) SI 
riduce a 
(1 + i )' = (1 + .~~ r, 
che lega il tasso di capitalizzazione annua, i all'equivalentp (asso 
eli capitalizzazione jm per frazione 1 di anno. 112 
Elevando a potenza 1- ambo i membri clella. precedente rela-
s 
zione, si ha poi 
(6) 1 + i = (1 + ':r~) m , 
e ulteriormente, 
l . 
(1 + i)'7. = 1 + .:;~ , 
da CUI . 1 desume: 
l 
(7 ) .J .. =m[(l+ i)'"-l]. 
In particolare, dalla formala (6), per m = 2, -i, 1\:l .... , f;i oLler-
l'ebbe il tasso di capitalizzazione semeRtralc, tl'imestrale, men-
ile .. .. . equivalente al tasso i di capitalizzazione annua. 
È facile riconoscerp che, pcr In> 1 e intero, I) j", < i. Invcl'o, 
- 83 -
sviluppando, secondo la formola di Newton, il secondo membro 
della (6), si ha: 
1 + i = 1 + (m) ~ + (1n) ,j.,2 + ... +"(1n) jm~ 1 1n 2 m 2 1n m,'" 
ovvero 
1 + i = 1 + I· + 'in - 1 ~ + (m - 1) (m - 2) J3" .. !3 + ... · .. m 2! m 2 
· .. + (m -1) (m - 2) ... 2.1 
1nm j 
che si J:lUÒ anche scrivere: 
jmm 
1n! ' 
" . ( 1 ) .i m 2 ( 1 ) ( 2 ) jm 3 • 
t =.1 .. + 1- m 2! + 1- m l-m 31+··· 
· .. + (1 - -.l) (1 _ 2) ... ..l1~ . 
m 1n m m! 
~Ia tutti i fattori in parentesi, per la ipotesi fatta sopra m, sono 
sempre positivi, epperò sono positivi tutti i termini del secondo 
membro di quest'ultima espressione. Sicchè, in definitiva 
i> .im c. v. d. 
35. Capitalizzazione continua. - Quando il numero m è molto 
grande la capitalizzazione al tasso.im ha luogo per frazioni di 
anno molto piccole, ed è interessante determinare il limite a 
cui tende il valore di Jm, definito dalla (7), quando m tenda ad 
infinito. In tal caso la capitalizzazione suoI dirsi continuu, perchè 
avviene per frazioni di anno infinitamente piccole, e il tasso cor-
rispondente, che si suoI indicare con h, dicesi tasso isia11tuneo di 
capitalizzuzione. 
La (6) può mettersi sotto la seguente forma: 
1 + i = (1 + ..l)l.>m 11~ 
.in, 
- 8'" -
o anche, posto 
?n 
- -n' jm - • 
~ l .. 
(l + i)J,· = (l + -) n . 
È ovvio che per ?n = 00 è anche n = 00, e lloichè, 11 r quanlo 
precede, 
(7 /) 
così. per avere h basta calcolare il limite che comparisce nell'c pres-
SIOne 
cui la precedente si trasforma per n = 00 . 
Ma quel limite è il numero irrazionale e, compreso fra 2 e 3 (I), 
base dei logaritmi naturali, e precisamente 
~~!r; (l + ~ r= e = 2,718281828 ... , 
(') Di ciò diamo la dimostrazione, nell'ipotesi che n tenda nd infinito per 
valori interi e positivi. Per la formola di Newton si ha: 
(1+ ~J=l+(';) ~I +(~)(~r+ .. ·+(::)(:J 
= 1 + 1 + 11 (n - 1) J... + ... + ~ - Il ... 2.1 
,,2 2! n" 11! 
= 2 + (1- J...) 1 + (1 _ J...) (1 _~) 1 + ... 
. 11 2! ?I 11 3! 
Ma, per le ipotesi fatte su 11, i fattori in parentesi sono positivi e, [lerrio, 
positivi sono tutti i termini in cui vi compariscono; è perLfLnlo: 
comunque grande sia 11. 
Se poi al posto di ogni fattore in parentesi, che è minore dell'unitil, si HO, 
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perciò 
stituisce l'unità, tutto il secondo membro dell'ultima rel azione risulta aumen-
tato, e allora si può ben dire che: 
(a) ( l)" 1 1 1 1+ - -2<-21 +-31 +",+" 11 " n , 
Ma sappiamo (Vedi for, 15-II-l ) che 
ed è, ovviamente, 
siccbè 
o anche: 
s S 
2$ = 1 + ~, (s) = ~ s! ~" l' ~r 1'! (s -,,)! ' 
l o 
) <1, 1'! (S-1' ! 
2$ < S! (8 + 1), 
2$ « s+I)! 
E allora, se nel secondo membro della (a) sostituiamo il denomin atore 1'! 
del!' (1' - l )mo termine con la minore quantità. 2'-1 (1' = 2, 3, ' , ,11), tutto il 
secondo membro risulta ingrandito e perciò si ha, a f01'tio1'i: 
o anche 
ovvero 
Ma è, ovviamente : 
perciò sarà anche : 
E infine, 
n-l 
(1 +2.)"-2 < ~ _1 , 11 L..ir 2 r 
( 1 )" 1 1+ - -2< -n 2 
l 
1-(+r-1 
1- 2. 
2 
( l )" l 1 + --;;- - 2 < 1 - 2,,-1 ' 
2 < e < 3, 
Dopo ciò, riesce facile dimostrare la validità del ri sultato anche quando n 
tenda ad infinito per valori negativi e per valori frazionari, 
6 -
cioè 
l + i =CÒ, 
e, infìne, 
(8) b = log" (l + i). 
Si conclude : il tasso istantaneo di capitalizzazionI? è e.r/uale al 
Logaritmo naturale dell'1tnità aumentata del lasso di capitaliz-
zazione annua. 
36. Tassi proporziOnltli. - Ben diverso dal conceLto eli tassi 
equivalenti è (]uello eh tassi p1"op01·ziol1ali. Si dicono t.ali due tas. i 
se, riferiti a periodi d.ivel' i, producono, in tempi eguali, SI1 di nn 
medesimo capitale, il medesimo int.eresse emplice. 
I due tassi differiranno }J l' un fattore di proporziomditù. 
Se i è il tasso di capitalizzazione annua, il tasso eli capiLalizzl1-
zione a periodo p, proporzionale ad i, sarà t = pio E invero, l'in-
teresse semplice, al tas o i, del capitale unitario è, per il lempo p, 
pi = t, e l'interesse emplice del medesimo capitale, al t.asso I 
. L , per un anno, sara p = l . 
l , i 
Se, in particolare, facciamo p = 111 sara t = m' ma è (V. n° :HJ 
> .im 
111 1!1 ' 
perciò sarà. anche 
I> .im 
111 ' 
1 <l' cioè: il tasso di capitalizzazione per frazion8 In l anno, propor-
zionale al tasso annuo di capitalizzazione, è maggiore del tasso 
di capitalizzazione per frazione ?~ eli anno, equi valente al tasso 
annuo di capitalizzazione. 
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• 
Per la relazione (6) s'inferisce, pertanto, che 
il che dimostra che j tassi proporzionali sono equivalent i solo in 
regime di capitalizzazione semplice. 
Quando si tratti però di operazioni di breve durata, essendo li eve 
la differenza numerica fra tasso proporzionale e tasso equivalente, 
si può, e si suole, assumere il tasso proporzionale per l 'equivalente. 
Per esempio, se i = 0,0:1: il tasso proporzionale semestrale è 
O,~:I: = 0,02, mentre il tasso equivalente semestrale è, come si de-
cl nce dalla (7) : 
.~2 = 1"1,04 -1 = 0,0198. 
37. Raffronto fra la capitalizzazione semplice e la composta. 
- Si può istituire adesso un parallelo fr~ la capitalizzazione semplice e la 
composta, studiando le variazioni della differenza 
b. = (1 + i/ - (1 + ix) 
al variare del tempo x . Poichè s'è visto poter essere x intero o frazionario, 
positivo o negativo, nelle due fun zioni 
Y2 =.l -I-ix 
possiamo considerare la x variabile con continuità. 
La Yi è una funzione esponenziale la quale cresce o decresce secondo 
cresce o decresce l'esponente Xi è sempre positiva per qualunque valore 
di x compreso fra + (X) e - (X) e si riduce a zero soltanto per x = - Cfj . 
Per x = O è V, = 1 e per x = 1 è Yi = 1 + i, cioè, quando la x passa 
da O ad 1, la )Ii cresce di ii quando x passa da ] a 2, la V, cresce da 
(1 + i) a (1 + i)Z, cioè di (1 + i)2 - (l + i) = i (1 + i) i quando x passa 
da 2 a 3, l'aumento della V, è 
(1 + i)~ - (1 + i)2 = i (1 + i)', 
e così via. Risulta evidente che, per aumenti eguali dell'ascissa, l'aumento 
dell'ordinata segue una progressione geometrica. 
8-
Se poi x decresce da O a -I, l'ordinata decresce di 
se x decresce da - 1 a - 2, l'ordinata decresce di 
(l + i)2 
se x decresce da - 2 a - 3 l'ordinata decresce di 
l 
(1 + iP (l + i)~ 
e così via. Risulta evidente che, per diminuzioni eguali dell 'ascissa, l'ordinata 
decresce in progressione geometrica. 
1+-1.  
o l 
Fjg.9. 
La forma della curva rappl'esentatrice della funzione YI risulta ormai suf-
ficientemente definita da tali osservazioni: essa è rappresentata nella fig. f) 
dalla curva Y I . 
x 
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La funzione Y2 è lineare in x, essa rappresenta perciò una retta. E poichè 
per x=O è yz=l, 
per x = 1 è .112 = 1 + i, 
la retta Y2 incontra la curva VI nei due punti (O, 1) e (1, 1 + i). 
La differenza 6. fra la capitalizr-azione compo~ta e la capitalizzazione sem-
plice è, pertanto, come indica chiaramente la figura, positiva per valori del 
tempo superiori ad uno e inferiori a zero, è negativa per valori del tempo 
compresi fra O e 1, ed è nulla per i valori zero ed uno del tempo x. 
1 1 
Si noti che per x = - i è Y2 = O e per valori di x < - T sarebbe 
.112 < O; il che dimostra l'assurdo cui condurrebbe la capitalizzazione sem -
plice quando fosse spinta, oltre i limiti segnati dalle operazioni a breve sca-
denza. Invero, l'essere Y2 = O per x = - + significa che il valor'e attuale 
di una lil'a, pagabile dopo il tempo -~, è 'Ilullo; e, se fosse pagabile dopo 
2 
un maggior tempo, sarebbe addirittura negativo: il che è assurd o. 
38. Tavole finanziarie e loro uso. - L'espressione (1 + i)", es-
sendo funzione del tasso i e del tempo n, acquista un valore ch-
verso per ogni coppia di valori delle variabi li i ed n. È ovvia, 
pertanto, ed intuitiva la utilità di aver pronti in un quadro i va-
lori dell'espressione medesima, in corrispondenza ad una serie di 
valori attribuiti ad i e ad un'altra serie di valori attribuiti ad n. 
Tavole così costruite, dipendenti cioè da due variabili, chiamansi 
tavole a doppia ent?·ata. Di solito, si sogliono mettere su di una 
medesima orizzontale i valori della funzione relativi ad un mede-
simo valore di n e corrispondenti a tutti i valori scelti per il 
tasso i, e su di una medesima colonna i valori della funzione re-
lativi ad un medesimo tasso e corrispondenti a tutti i valori 
scelti per il tempo n. 
Si sono costruiti così dei prontuari i quali contengono la tavola 
dei valori di (1 + i)", corrispondenti ai valori positivi di n (valore 
finale di 'una lira); quella dei valori di (1 + i)", corrispondent i a 
valori negativi eli n (valori attuali di una lirct); quella relativa 
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a valori frazionari di Il (me i e anche giorni), e altre tavole di 
valori di funzioni che a quelle i riallacciano. I tassi d'inleres"c, a 
seconda del prontuario, variano di ottavo di centesimo in oti.ayo eli 
centesimo o di quarto in quarto o a,nche c}i mezzo in mozzo, a 
partire da un minimo, che può essere 1 % (o anche )11eno) , ad un 
massimo, che in qualche tavola. si spinge fino allO %. Il nUnH'rll Il 
non supera mai i 100 anni. Di que ti prontuari ve no sono molli C). 
Quante volte si debba calcolare (1 + i)" per un vn.loro eli i non 
compreso nel prontuario eli cui si di:òpone, si può far uso dci lo-
garitmi. Ma più speditamente, e con appro simazione quasi Sem]lrC 
sufficiente nella pratica, si può ricavarn i l valore clal prontuario 
stesso, mediante inte1'jJolazione per parti proporzionali (V. n" :),1-1), 
fra due tassi consecutivi della tavola fra cui sia compl' so il Il al' l i-
colare tasso i, purchè la differenza fra questi due tassi consecutivi 
sia piccola - bene spesso può essere bastevole anche 1/4 eli cenLesimo. 
39. Problemi di interesse e sconto compo ti. - La formola 
M=C(1 + 1)", 
valida per valori di 11 interi o frazionari, positivi o ncgn,Livi, ù fun-
damentale per la risoluzione di tutti i problemi c1cll'inLeres,;e e 
dello sconto composto. 
Calcolo del valoTe finale ed iniziale. - Dati C, i ed 1/. il cal-
colo di M è immediato: basta moltiplicare per C il valore eli 
(1 + 'i)", dedotto o dalle tavole finanziarie : direttamente, se i si trovH 
nella tavola, o per interpolazione, se i non è nella tavola, o ancho, 
in ogni caso, per logaritmi, purchè le cifre esatte occorrenti non 
siano più eli 8. 
{'l Degne di nota, più specialwpnte, le ta\'ole finanziarie di: VIOr.t;INI': ' NOli' 
velles tables pOUI' les calculs d'intb'éts composés; AnNAUDBAUX, Table.9 d'inlll'é/s 
composés; PEHElnE, Tables de l'intérét composé; VINT '~JOUX, TaUle.q d'ùlth'éts com, 
J1osés; OAKES, Tables or compoH"d intet'est; SPITZER, Tabelle'l (iiI' ilie ZiIl StIlS-
Zillsen und Renten"echnun,q, ecc. 
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Se l'incognita 8 O SI ha: 
O = M (1 + i )-n, 
e anche in tal caso il calcolo è immediato: basta moltiplicare M 
per il valore di (1 + i)-n, dedotto dalle tavole nnanziarie diretta-
mente o per interpolazione, o, in ogni caso, per logaritmi. 
Calcolo del tempo. - Se l'incognita è n, il miglior sistema di 
calcolo del suo valore è quello per logaritmi: in vero si ricava (1) : 
Log M = Log O + n Log (1 + i ) 
e quindi 
LogM-LogO 
17= Log(l+i)-
Si può, del resto, ottenere n per mezzo delle tavole nnaRziarie: 
infatti 8 
~ =(1 + i )", 
epperò o il valore ~ si trova nelle tavole, e precisamente nella 
colonna relativa al tasso dato i, allora la n corrispondente alla 
orizzontale in cui il valore medesimo si trova, è la n cercata; 
oppure il valore ~ , come avviene in generale, rimane compreso 
fra due successivi valori della colonna corrispondente al tasso i e 
allora si può procedere alla ricerca di n mediante interpolazione 
per parti proporzionali. Se, pertanto, si trova: 
(1 + i )>>' < ~ < (1 + i )t11+!, 
sarà, per il principio di interpolazione per parti proporzionali 
(n. 21-1): 
M . O-(l+z)n, 
(1 + i)"'+! - (1 + i)'" 
(I) Si indica con Log il logaritmo decimale. 
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da CUI SI ricava: 
~- (1 + i) '" 
n = 11, + -(1 + i)",+1 - (1 + i)'" 
Con questa formola si ha sicuramente un'approssimazione per difetto, 
come risulta in maniera evidente dalla fig. lO , nella quale lo. curva !I rap-
presenta i valori di (1 + i)" al variare di n, a sunto. questa variabile come 
ascissa. La interpolazione sostituisce all'ascissa n del punto della curva li 
d · d' M l" , d l t a' d' a' t 11 . l or IData C' aSCissa 1'1 e pun'o l me eSlma or ma a C' ma Slt nato 
sull a corda congiungente i dne punti della curva a.venti per Ilscissf' Il, 
e 11, + 1. E, poiché la curva volge la. sua convessità ver. o l'nsse 1/ dei tempi, 
co ì dev'essere in ogni caso n' < n. 
y 
M 
C 
o n, x 
Fig. 10. 
Calcolo del tasso. - Molto analogo al precedente caso è fluello 
in cui si cerca il tasso. Ci si avvale, cioè, lJer trovare il valore' in-
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cognito del tasso i, delle tavole finanziarie: direttamente, se ~ 
si trova fra i valori corrispondenti ad n nella tavola, o eseguendo 
la interpolazione per parti proporzionali fra i due consecutivi, di 
M questi valori, che comprendano O . 
Il tasso i può ottenersi, del resto, per logaritmi. Si ha, in vero, 
dalla formola fondamentale, prendendo i logaritmi e risolvendo 
rispetto a Log (1 + i): 
Log (1 + i) = Log M - Log C . 
- n 
Mediante questa formola si ricava il logaritmo di 1 + ii dalle 
tavole logaritmiche si ottiene poi questo numero e perciò amche il 
valore del tasso i. 
ESERCIZI 
1. Si calcolino i tassi mensili, quindicinali, settimanali, equivalenti al 
tasso annuo 4,5 %, 
2. Si calcolino le differenze, a meno di 1~5' fra tassi giornalieri equiva-
lenti e proporzionali al tasso annuo 3,5 %, 
3. Si calcoli il tasso istantaneo corrispondente al tasso annuo, equiva-
lente al tasso quindicinale 0,004 %. 
4. Si calcoli, sia per logaritmi, sia per mezzo delle tavole finanziarie, il 
valore attuale al tasso 4 1/3 % di L. 1200 pagabili fra 3 anni, 3 mesi 
e 3 giorni (anno commerciale), e si dica quale dei due valori è più appros-
simato. 
5. Un capitale di 11.145 lire, impiegato al 4,5 u/o, dà dopo un certo 
tempo un montare di L. 20.943,20. Si calcoli il tempo. 
6. Si calcoli dopo quanto tempo un capitale C diviene mC, essendo 111 
un iutero e i il tasso. 
7. Si calcoli, sia per logaritmi, sia per interpolazione, il tasso annuo al 
quale dev'essere impiegato il capitale di L. 5848, affinché dopo 7 anni e 
4 mesi dia un montare triplo . 
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§ 2. - Rendite certe. 
4:0. Generalità. - Il problema teorico dell'intere s e cleJlo sconto 
composto dà origine a problemi ]Jratici di gra,nde importanza,. 
Tratteremo, an zitutto, di quelli relativi alle rendi t . 
Una successione di somme, esigibili ad interva,lli di tempo eguali, 
suoI chiamarsi Tenclita. Ogni termine della nccessioll tlicesi ter-
mine della rendita. L'intervaJlo di tempo compreso frn il godi-
mento di due termini succe sivi del]u, rendita, chiama i periodo, !' 
la rendita si dirà annuale) semest7'ale) t?·imest?·ale. .. econdo che 
il periodo è l 'anno, il . emestre, il trimestre ... Ogni Lcrl11iJlC' d'una. 
rendita suoI chiamarsi anche annualità. 
Se il numero dei termini è finito la l' ndi ta dicesi lell/jJ07"mleo) 
se infinito dicesi pe1pettw. Se la prima esazione ha, luogo dopo 
un certo numero di periodi dal tempo cui la. l' nclita vuoI riferirsi, 
e che [los iamo chiamare o1"igille della rendita, questa, clicesi di(-
(el· ita. Se, invece, la prima esazione ha luogo all a, IìJle clpl primo 
periodo, la rendita dicesi immediata. Secondo 'l1e, poi, la prima 
esazione avvenga al principio o alla fine del periodo prestahilito, 
la rendita si dirà anticipata o posticipata. 
Se i termini sono tutti uguali fra loro, la rendita si clir il a ler-
mini costanti; altrimenti si dli'a a termini vCl1·iaùiz.i. 
Può darsi poi che la rendita sia co messa all'esistenza o meno 
in vita di una o più persone: in tal caso si dirà. vita lizia. Le altre, 
che questa alea non COlTono, i dicono, per converso, 1'e1ldil e cerLe . 
.t<.iservandoci nella Parte III lo studio delle rendite vitalizie, <[l1i 
ci occuperemo di quelle certe. 
Supporremo sempre il termine costante ed eguale all'uJlità: 
diremo, perciò, brevemente che la rendita ò unitaria. 
4:1. Valore attuale della rendita unitaria, flill'crita e temporanea. 
- La. formola fondamentale risolutiva dei pro1Jlemi di rondiLa, 
una volta dato il termine, è <luella che lega il !'(jlor capiLalp a/-
fllole clella rendita, cioè il valore riferit0 all'origine della !'Plldita 
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capitalizzata, al tasso di capi talizzazione, al tempo di cui la r en-
dita è differita e a quello durante il quale è corrisposta. 
Sia i il tasso di capitali zzazione compost a per il periodo della 
rendita, n il numero dei periodi di differimento , m il numero dei 
termini della r endita. Se la rendita è posticipata, il valore all 'ori-
gine del termine 05"'0 (05 = l , 2, .. . m) sarà : 
indicando con 
il fattore di sconto relativo al periodo della rendita. 
E allora, se "'n,a indica il valore attuale o all'origine della ren-
dita, sarà: 
o anche 
"' 
"' j m (t = 1;, un-H , 
l 
,,, 
,,/.,, ct .= Vn 1;,1:' _ 
I 
!;, 1:' = G (l + G + VZ + . _ .+ u"'-' ) 
l 
e 
perciò si conclude : 
(9) 
= V 
1 -/)'" 
1- v ' 
l 
l) 1 + i l 
1-1) = -- = T' 
l+i 
1 -'1/'" 
"j m (t = vn --o - . 
t 
~e il primo termine dell a reudita fosse pagabile, al principio del 
~)eriodo n + l esimo, anzi che alla fi ne, cioè se la rendita fosse anti-
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cipata, se ne indicherebbe il valore attuale col simbolo ,,/ ma ed l' 
facile riconoscere che: 
cioè 
o, infine, 
no 
nl m a == ~, rn+.f-t , 
l 
no 
"Jm·a == L~'I-l !:,s l'f , 
l 
1-1"" 
I a= /-'". _--"m 1 - L" 
Il complemento aritmetico del fattore eli sconto si suole indi-
care, per brevità, col simbolo d, cioè 
d=l-v, 
perciò si l'UÒ concludere: 
(10) 
1 - cm 
,,1m a = '1.'. d 
È ovvio l'0l, per la genesi c1ei calcoli, che 
"j or. a = v "j m a . 
Le formole (9) e (10) sono fondamentali per i problemi di rendita. 
42. Valore attuale della rendita immediata, tempOl'MLel.t e pero. 
petua. - Per avere il valore attuale c1ella rendita immediata tem-
poranea, posticipata o anticipata, basta porre 11 - O nelle formole 
(9) e (10). 
Si ha, rispettivamente: 
(11) 
(12) 1-1'·' /ma = rl 
La renc1ita unitaria immediata temporanea si suole spesso indi-
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care col simbolo amT ovvero amT' secondo che è posticipata od an-
ticipata. 
Se, Ìnvece, supponiamo nelle formo le (9) e (lO) che sia 111 = 00, 
cioè che la rendita sia differita perpetua, poichè 
sarà 
(13) 
(l±) 
1 
lim '/.lm = lim (1 + iV = 0, 
1 
,,/ ({ = 'r" i ' 
1 
,,l a =V" - t" . 
r" 
E infine se, oltre ad m = 00, supponiamo n = 0, cioè la rendita 
immediata perpetua, avremo: 
(15) 
(16) 
a = i ' 
1 
a= - ' d' 
dunque: il valore attuale della rendita unitaria immediata perpetua 
€ eguale all'inverso del tasso di capitalizzazione, se posticipata; al-
l'inverso c1el complemento aritmetico del fattore di sconto, se an-
ticipata. 
43. Relazioni fra rendite. - Stabiliamo adesso una relazione 
fra la renc1ita immec1iata perpetua, la immediata temporanea e la 
differita lJerpetua. 
È intanto, per le (11) e (15): 
1 l-v" v" 
Cl - a1il = i- --i - = i; 
sicchè, per la relazione (13), si conclude : 
(17) a=/na + ,,,/a, 
INSOLERA, Elem. di m'atematica, ecc. 7 
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ClOe: la somma della rendita unitaria posticipattl, temporanea per 
1/ periodi, e della rendita unitaria posticipata, differita <li li pe-
riodi, è uguale alla rendita unitaria postieipat:1 immediaUt perpetua. 
Analogamente, per le relazioni (12), (14) e (16), si infel'i~('c che: 
Del resto, poichè 
sarà: 
a = I .. a + j n, . 
1- vl/' /n. a == . , 
I 
un l a = · -
rl i ' 
1 -11"-111 
.,!,, _ ma=v"' i 
",a+ ,J a + ", I,. 
cioe 
(18) a. = 1m rt + ,,; Cl + mI" m a . 
Questa formola contiene la \17) come caso particolare. Invero, per n = m 
l'ultimo termine del secondo membro della (18) si annulla, pCl'chè si avrebbe 
una rendita temporanea per zero periodi, cioè non si avrebbe esazione o 
pagamento aicullo. E allora, dalla (18) si ricade nella (17). 
H. Problemi di rendita. - La formola fondaJllentale (8) o le 
altre che da essa derivano, quando siano dati il tasso i, i l di ffe-
rimento n e il numero rn dei termini della rendita, permpttollo la 
ri"oluzione di ogni problema attinente alla l'icen::L dei valori ca-
JJitali di rendite a termini costanti. 
Ma poichè la relazione (9) lega quattro diverse quanti(ù, c.:m;l 
essa risolve quattro tipi di problemi distinti, secondo quella fra 
lJueste quantità che occorre trovare, date le alLre Lre. 
('alcolo del ferminp de/la rendit({. - Si noti, 1)01' altro, ebe un 
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quinto problema. può esser e ri soluto mediante la formol a (9), poicbè 
il termine non unitario di una rendita qualunque, dati tre dei 
quattro -elementi che compongono la formo la (9), è sempre facil-
mente calcolabile. 
Invero, se A è il valore attuale di lilla rendit a di t ermine z , 
dev'essere, ovviamente, 
A: :: = ,.Im a :1 , 
da cui 
(19) A A i 
z = "Ima = -vn(l- vm)' 
Epperò, una volta risoluta la (9) rispetto a quella quantità che è 
incognita, date le altre tre, dalla (19) si ricava subito z. 
Calcolo della dwrata della rendi,ta. - Ritornando alla (9), sup-
poniamo incogni to il numero dei t ermini della r endita o, ciò ch'è 
lo stesso, la dnrata del godimento della rendita, espressa in periodi 
della medesima. 
Detto A il valore attuale ed x l 'incognita, l 'equazione da risol-
vere è 
o anche 
A i 
eX = 1- - - = 1- A i /1 + i)n. vn \ , 
da cui si ricava : 
Prendendo i logaritmi d'ambo i membri, si h a poi: 
co Log (1 + i) = - L og [1- A i (1 + i)n I, 
e infine, 
,, _ L og ll- Ai (1 + i)nl x --.-------. 
- - Log (1+ i) 
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Si noti che n dev'essere positivo, e, poichè è icurament.e 
Log (1 +1) > O, 
dovrà essere 
Log [1- Ai (J + i)" l < O, 
cioè 
O < l - Ai (l+i)"<l, 
la quale limitazione è soddisfatta quando lo sia quest'altra: 
0< Ai(l+i)" < 1. 
Ma il termine intermedio è certamente positivo, hasia dunque 
che sia 
Ai (1 -+ i)" < ] , 
cioè 
1'" 
A<i' 
o, infine, 
A < ,, /a. 
Come caso limite può essere anche 
ciop 
e quindi 
V" A= - i ' 
A i (1 + i)" = 1 , 
Log [1- Ai (1 + i)"] = Log O = - C/J. 
Allora 
.1" =CJ). 
E invero, sappiamo che 
Si conclude: affinchè il 1JToù!ellla sia l)Ossibile, il Ntlore rdlu((!r' 
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dato della 1'endita di d'W'ata incognita, non dev'esse1'e s'ltperiore 
al valo1"e attuale della c01Tispondente rendita pe1pet'lta 1tnitaria, 
Calcolo del differimento della rendita, - Se poi nella (9) sup-
poneSSImo incognito il differimento n, l 'equazione da risolvere 
verrebbe 
cioè 
Ai 
v
Y
= 1 - vm , 
A 
cy - --
- (l - ' 
mi 
Prendendo, allora, logaritmi d'ambo membri e risolvendo 
rispetto ad y, si ha: 
LogA-LogCl-;;j 
y= Log v 
Poichè dev'essere y positivo o nu.llo ed è Log 1) < O, perchè v < 1, 
dovrà anche essere 
Log A s; Log Cl;. I ' 
cioè 
Si conclude : per la possibilità del problema, il valo1'e att'ltale 
dato della rendita temp01'anea di differimento incognito, non 
deve essere superi01'e alla corTispondente rendita temp01"anea 
immediata unitm'ia, 
Il calcolo di x e di y, nei due problemi precedenti, può farsi, 
oltre che per logaritmi, anche mediante le tavole finanziarie, diret-
tamente o per interpolazione, come precedentemente s'è detto, 
CaLcolo del tasso della rendita, - Un ultimo gruppo di pro-
blemi si riferisce alla determinazione del tasso, quando siano dati 
il valore attuale della rendita, la durata e il differimento, Tali 
problemi sono risoluti dall'equazione 
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o anche 
A:r (1 + .r)"+" = (1 + :r)m - l, 
ovvero 
A.f' (1 + ..(,')'''+'' - (1 + ;r)m + 1 = O. 
Quest'equazione, aggiungendo e sottraendo A (1 + .1')"'+", l' l può 
scrivere 
A (1 + x)m+n+l - A (1 + :r)"'+" - (1 + ,l ')"' + 1 = O, 
ovvero, quando si ponga y = 1 + .r': 
La soluzione del problema dipende pertanto dalla risolllzioIll1 
d'una equazione di grado m + 11,- 1 nell'incognita y, 
Ma si dimostra in Algebra superiore che non è possibile, in ge-
nerale, la risoluzione algebrica di equazioni di grado superiore al 
quarto, perciò il problema che ci occupa non è algebricamente ri-
solubile, quante volte SIa 
·1Jt + 1/ + 1 > 4, 
ovvero 
111 + 1/ > 3. 
Il che avviene in generale I pel'chè, anche se è nullo il periodo 
di differimento, cioè m = 0, i termini della rendita, pel' tIUanto 
temporanea, saranno bene spesso in numero maggio l'e di 3. 
45, Metodi di approssimazione per il calcolo del tasso. - Bi-
sogna, pertanLo, accontentarsi di metodi approssimati, ]'m i (anti 
che se ne sono escogitati, noi ci limiteremo a dire di a1c;uni ehe 
fan capo, direttamente o meno, all'interDolazione per parti 1)1'01'0 1'-
zionali (no 21-1), 
P er maggiore semplicità di spiegazione supporremo nullo il dif-
ferimento, siccbè l'equazione si riduce a 
Ay"'+l_ (A +1) ?lm + 1 = O. 
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a) In generale, il valore attuale dato A rimane compreso fra 
due valori Al ed A~ delle tavole finanziarie, valori attuali di ren-
dite, esse pure temporanee per m anni e corrispondenti ai tassi di 
capitalizzazione, considerati dalla tavola, il e i~. Fra questi due 
tassi dovrà esser compreso il tasso x cercato. Adoperando, pertanto, 
la nota formola c1ell 'interpolazione per parti proporzionali, si avrà: 
(20) 
Il valore, così ottenuto, è approssimato per eccesso, perchè il 
valore attuale della rendita temporanea, come mostra la fig. 11, 
( 'I 
A 
A' , , 
AI ______ ~---_!-L ----
, ,I 
I 
o t, x x' t 
Fjg. I l 
decresce col crescere del tasso, sicchè la corda interpolatrice de-
termina un valore x' > x . 
Una ulteriore approssimazione può otténersi riadoperanclo il 
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metodo stesso, attraver o la considerazione dei due tassi il e .r', 
fra cui dev'essere compreso il tasso x cercato; i otterrà allol'lL 
essendo A' < A il valore a,ttuale clelia rendita corrispondentc al 
tasso x' > x . 
E così può vrocedersi per successive approssimazioni, :fino n quella 
volllta. 
Tre interpolazioni successive portano ad un tasso con 7-8 cl ci-
mali esatte. 
b) Invece di procedere all 'interpolazione per parli proporzio-
nali fra valori attuali di rendite, comprendenLi il valOl'c t),ttunh 
dato della rendita di cui si vuole il tasso di capitalizzazione, l 
può, molto utilmente, interpolare fra i reci proci di detLi valori at-
tual i. Verrebbe, in tal caso : 
(21) 
Poichè 
1 1 
Al - A A-Al A. 
1 1 - = 'A~- Al -A ' 
7:;- A
2 
ed è, pElr ipotesi, 
il va lore eli x , ottenuto per in terpolazione fra i recitJroc:i dci va-
lori attuali , è minore del valore x' ricavato per in Lcrpolazione 
fra i valori attuali stessi, com'è facile constatare meti r nd o a mf-
franto le formale (20) e (21), ottenute nei due casi. 
c) Invece dei reci proci dei valori attuali, ]lUÒ esser prefpri bile 
l'uso dei logaritmi di detti reciproci. 
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Per la nota formola d'interpolazione per parti proporzionali, 
avremmo in tal caso: 
L I 1 ve - ii (L 1 LI) og - = Log - + - .---;-- og - - og -- , A AI 12 -II A 2 AI 
da cui, risolvendo rispetto ad x: 
(22) 
1 1 Loo' - - Log - -
• • • <:> A AI 
.C = II + (Z2- Z,) -- 1 1 . 
Log--Log -A 2 ~ A, 
Le formole (20), (21) e (22), tutte derivate dalla formola fonda-
mentale d'interpolazione per part.i proporzionali, equivalgono, come 
sappiamo, alla presa in cOl1siderazio.ne di due soli termini dello 
svi luppo secondo il binomio di Newton. È ovvio che una maggiore 
approssimazione, per il calcolo del tasso, si otterrebbe prendendo 
in considerazione ancora un altro termine dello sviluppo medesimo 
e trasformando, di conseguenza, le precedenti formo le. 
Cbiudiamo il paragrafo con una esemplificazione numenca. 
ESERCIZIO. - n valm'e attuale al 3 ii2 % di una "endita posticipata im-
mediata, temporanea pel' 30 anni, è L. 20.000. Si calcoli il VaZOI"e attuale, al 
4 %, della rendita anticipata, diff'erita di 5 anni e tempm"anea pel" 25 anni, 
il cui termine costante sia .j /5 ciel termine della nmdita data . 
Indichiamo con x il termine della prima rendita e con y il valore attuale 
della seconda. 
Per distinguere le rendite unitarie a seconda del tasso, metteremo il tasso 
relativo come indice; così ani indicherà il valore attuale della rendita tem-
poranea al tasso i. 
Per la formola (19) sarà: 
e quindi: 
20000 
x= - --
(15010,035 
4 
Y = .5 x. 51 a2f, 0,04 , 
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cioè: 
Ma, per la formola (lO) e la successiva, è 
perciò 
!/ = 16000 . (1,04)-1 
Dalle tavole finanziarie si ricava poi: 
t/2òlo.Ol 
aso:o,os:> 
(1,04)-4 = 0,8:'480-1 
a - 1-)6')')08 2510,04 - " ,-,,, 
aSO!O,035 = 1t>,3D'30.:i . 
sicché, ll1 definiti va: 
I = 16000 0,854804 X 1 5.622~ 
. ~ 18,39205 =L.11617,13 . 
È questo il valore attuale cert:ato. 
ESERorZ[ 
1. Valore attuale al 4 % d'una rendita, differita di 7 anni e G mesi e 
temporanea per 20 anni, pagabile in rate semestrali, ciascuna di L. 350. 
2. Valor capitale di L. 3500 rendita 3 1/2 % perpetua. 
3. Si calcoli il termine della rendita perpetua equivalente alla relldit.a 
di cui all'esercizio n. 1. 
:1:. Un ente dovrebbe ancora versare, per un vecchio prestitù, altre 
lO annualità, ciascuna di L. 500.0(0) a lla fine di ogni anno. Si dOIJl:lI1ùa 
qual termine dovrebbe versare l'ente alla fine di ogni semestre, se vuoI 
liberarsi del debito in 6 anni, essendo il tasso 5 °iro ' 
5. Per qurl.l1to tempo bisognerà corrispondere 1000 lirtl annue, invece 
di pagar subito L. 13.896,20, essendo 4,60 Ufo il tasso di intereSi;e'? 
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6. Si calcoli, mediante Ulla doppia interpolazione, il tasso della rendita 
posticipata temporanea per 25 anni il cui termine è L. 2000 e il valore 
attuale è L. 25.000. 
7. Il termine anuuo di una rendita perpetua, differita di 7 anni, è 4/5 
del termine annuo di una rendita immediata, temporanea per 30 anni. Si 
calcoli a qual tasso debbono essere riferite le due rendite affinchè risultino 
equivalenti (metodi di approssililazione) . 
§ 3. - Ammortamenti di prestiti. 
4:6. Termine (li ammortamento. - Le formole stabilite nel pre-
cedente paragrafo risolvono molti problemi inerenti ad operazioni 
di prestito a lunga scadenza. Oosì p. es. la formola 
1- 't". 
Lt;;r= - i 
può interpretarsi : una somma a,~, dis ponibile al presente, equivale, 
al tasso i, ad una lira pagata, per n anni di seguito, alla fine 
di ogni anno da oggi. E di qui, quattro tipi di problemi di pre-
stiti, secondo quella che, delle quaitro quantità della formola, bi-
sogna trovare; date le altre tre. 
Oi proponiamo in questo paragrafo la risoluzione di problemi 
in certo qual modo 1"ecipTOci dei ]Jrecedenti . 
Intanto possiamo domandarci: prestando al presente una liTa al 
tasso i, quanto bisognerà ricevere alla fine di ogni anno, se l'ope-
razione dev'essere saldata in n anni? 
La risposta è fornita dalla formola precedente, solo che si sta-
bilisca, com'è facile intendere, l a proporzione 
da cm si ricava 
Ltnj:1 =1 :x, 
1 
x=-Lt- . 
.. 
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Questa somma chiamiamo termine di ammortamento del capi-
tale unitario e la indichiamo col simbolo 0;;j' Sicchè 
(23) 
47. Termine di costituzione di capitale. - Si osservi adesso cl1t\, 
essendo a», il valore iniziale al ta so i di una lira annua p('r 
n anni, sarà 
Il .. (1 + i)" 
il valore finale delle medesime annualità, cioè il va.1or cn,pita le 
clelle n lire corrisposte, riferito alla :6.ne degli n anni. Tn l valol'e 
finale si suoI indicare col simbolo sHi' sicchè 
1 - (l" 
s - =(l+ i)" - . 
n l 
ma è (1 + i )" V" = 1 , 
perciò si ha anche 
(2,1) 
E allora ci domandiamo: che cosa bisognorà ver I1rG ogni anno 
per costituire, al tasso i, il capitale di una lira dopo n nnni '? 
La risposta è, ovviamente, data dalla proporzione 
da cui 
8
n 
: l = 1: y 
1 y=-. 
s-
" I 
Questa somma chiamiamo termine d'i costitll zione del capita,](' 
unitario e la indichiamo col simbolo Cf .. ' Siccbè 
(25) 
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48. Relazioni fra termine di ammortamento e termine di co-
stituzione di capitale. - Se dividiamo ambo i membri della r e-
lazione (25) per v" si ha : 
i 
1- V" , 
cioè, per la relazione (23) , 
(26) ()- = 1·" a - . 
" I " I 
Questa conclu,;ione, del resto, poteva in ferirsi immediatamente 
dal modo come Snj è stato dedotto da a,-;- . 
Si noti anche che, essendo, per l a (26) , 
i r" (}n, = -1 - 1',,- , 
SI può scrivere 
v" - 1 + 1 i . ();; = i - -:;-1 -1;-'-."- = -1 _ (:" - I· , 
ovvero, infine, per la relazione (23), 
(27) a- - (} -c = i. 
nl ti 
Le formole (26) e (27) sono di notevole importanza nella pratica 
degli ammortamenti di prestiti. 
49. Sistemi di ammortamento. - In generale, dicesi sistema di 
ammortamento il criterio adottato per la estinzione degli im-
pegni relativi ad un prestito, durante i periodi di una scadenza 
presta.bilita. 
Se, alla fine di ogni periodo, sarà versata, a tale intento, una 
somma costante, l' ammortamento ha luogo, nè più nè meno, che 
come una corresponsione di rendita temporanea posticipata, e l'am-
mortamento stesso dicesi a termini costanti. Se, invece, il t ermine 
di ammortamento varia, secondo una ipotesi prestabilita, da un 
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periodo al successivo, l 'ammortamento i dil'ù a termilli va-
riabili. 
L'ammortamento a termini costanti puo es er tale che il paga-
mento degli n termini, corrispondenti 8gli Il periodi di durata. del 
prestito, estingua complet8mente il debito; oppure c lingua 801-
tanto la somma degli interessi dovuti, con risGl"vl\ di pagaro il 
valore iniziale del debito soltanto alla scadenza. Il primo cost i-
tuisce il sistema f1·ancese, il secondo il sistema americallO n 
sinking fwzd. Altri sistemi teorici potrebbero e cogitarsi, ma pssi 
non hanno rispondenza nella pratica. 
Il sistema americano rende possibile l'adozione di due ta~si di-
stinti nelle modalità dell'operazione: lillO per il servizio degli in-
teressi, l"altro per la ricostituzione del capitale. In Inghiltprra 
questo sistema Cl d1te tassi è spesso adoperato. 
Un caso particolare del sinking fnnd ò il debito pubblico COII-
soZidato, quello cioè per il quale lo Stato si obbliga a conispon-
dere soltanto l'interesse, senza limiti di tempo per il rimborso elel 
capitale ricevuto (è da supporre, in tal caso, che sia, nelle 1'01'-
mole, n = et:) E', quindi, nullo il valore attualo eli rimborso del en-
pitale). 
50. Sistema ameriot! ILO. - Se S è la somma prestata, possiamo alll-
mettere che tale somma sia da restituire dopo n aoni e che alla fille' dello 
/""'.10 anno si corrisponda una somma a" variabile al variare di r da l 
ad n. Dovrà allora essere, se i è il tasso di cap italiz:mzione: 
ovvero 
o anche, poichè 
~1 può scrivere 
" S (l + i)" = 1::, a, (1 + it-' + S , 
I 
Il SI (1 + 1)" - ] 1 = 1::, a, (l + i)"-', 
l 
(l + i)" - l " 
= ~, (1 + i)"-', 
l 
Si ~, (1 + i)"-' = 1;, U, (1 + i)--' 
l I 
e, infine, 
(28 ) Si = 
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Il 
1;,. a,· (1 + i)'n-r 
l 
" 1;,. (1 + I),,-r 
l 
il cui significato è evidente: quale che sia, cioè, la legge di variazione 
dei termini, l'inte;'esse annuo della somma S prestata, quando qnesta so mma 
sia restituita alla scadenza, risulta pari alla media ponderata di detti 
termini. 
In particolare, se etr = p costante, sarà ovviamente Si = P, com'era da 
attendersi. Però questo risultato, dedotto dalla (28), ci dice che il sistema 
americano costituisce il tipo medio fra le operazioni a termini variabili, cui 
può dal' luogo l'ammortamento con restituzione del capitale alla scadenza . 
.51. Sistema francese. - Se S indica la somma prestata, T il 
t ermine costante dell'ammortamento, n la scadenza e i il tasso dI 
capitalizzazione, nel sistema francese dovrà esser e : 
Il 
S (1 + i)" = T 1;r (1 + i)" -r, 
l 
ma è 
i
r 
(1 + t )'l->' = (1 + t't - 1 
l l 
perciò sarà : 
cioè, per la (25), 
e, infine, per l a (26), 
(29) 
(1 + i )" T=S -----'-----'--
s' 
T = S (1 + i)" 0'-
.. l ' 
T = Sanj, 
= 8 
" 
la quale, per S = 1, ci riporta al significato della formola (23). 
~el seguito, si supporrà sempre, senza che ciò tolga generalità 
alla disamina, S = 1, cioè faremo costante riferimento al capitale 
unitario. Si passerà poi, se occorre, al caso di un capitale qualunque 
mediante la formola (29). 
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52. Qllota di capitule, quota d'intel.'essi e loro legge di "II rill-
zione. - Ogni termine dell'ammortamento, poichè ammortizza il 
valore finale del debito, consta di una parte che serYG nll'nmmnr-
tamento del valore iniziale del debito, cioè del capitale !ll'c,;(atu, 
e di una parte che serve all'ammortamento degli. intore si, hin-
meremo l'una qnota di ammortamento del capitale, 0, più sem-
plicemente, quota di capitale; diremo l'altra. quota di ((II/II/ol'tu-
7nento degli interessi, o, più brevemente, quota d'illteressi, 
Importa di mettere bene in luce la legge di variazione dello 
quote di capitale e quella de1l8 quote di interessi, attraverso i ~tlt:­
cessivi termini dell'ammortamento, 
Notiamo subito che, es enelo 1 il capitale prestato, la prima 
quota d'interessi non può che essere i, tasso di capiLalizzazione; 
epperò, se con Ir indichiamo l;:], 1,ma quota d'intol'E'ssi, cioè la (]l1ola 
d'interessi dell'?,lIlO termine dell'ammortamento, sad, pcr l' = ], 
E allora, essendo Ct;&j il termine costante dell'ammol'lallll'nlfl, la 
pnma quota di capitale sarà 
epperò, se con Or indichiamo la ?,n quota CI i capitale, aVl'<:'lllO 
per 1'=1: 
ovvero, per la (27), 
cioè: la pnma quota di capitale coincide col termine di co~litll­
zione del capitale unitario, com'era da atLendersi, 
Avendo versato (j in conto CalJitale alla une del primo anno, 
" I 
del capitale iniziale rimane 1- (j;;-; epperò la seconda (IUola di 
interessi dovrà essere 
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che, per comodità di calcolo, si può scrivere 
e la seconda quota di capitale sarà 
ovvero, per la (27), 
CI = ()- + () --, ~= () -(1 + i). 
nl " 'I 
Con ciò, al principio del terzo anno, si sarà pagato, lU conto 
capitale, 
perciò del capitale iniziale rimane: 
Alla :fine del terzo anno sarà, dunque : 
l~ = i - ()iiI [(1 + i)2 -1] = (1- ();r Si") i 
e 
Ca = 0iil- i + ();:;r [(1 + i)2 -- 1J = ()~ (1 + 1)2; 
sicchè 
Osservando le espressioni di C2 e Ca, di l 2 e l a concludiamo, in 
generale, che, se l'T'"° termine di ammortamento contiene 
C = ()- (1 + i),·-l 
r tl l 
IN8oLERA, Elem. di lJfatematica, ecc. 
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come quota di capitale, e 
come quota d'interessi, l'1' + 1esi l/l o termine dovrù cont nero, como 
quota di capitale 
e come quota d'interessi 
Invero, la somma delle quote eli capitale, a tutto l' 1''''0 pagamento 
è, come è facile verificare: 
perciò, del capitale iniziale al principio clell'?' + 1eRi1/lo Jloriodo, ri-
nlane 
1 - (5- 8 . 
nl r l 
la quota d'interessi cleU'?, + 1es' mo termine eloVl'à essere, perLanto, 
(30) 
e la quota eli capitale sarà: 
o anche, per la (27), 
ovvero 
Or+1 = (5;;j [1 + (1 + i)' - 1J, 
e, infine, 
(31) c. v. d. 
- 115 -
La legge di variazione delle quote di interessi e delle quote di 
capitale rimane, così, definita in generale dalle formole (30) e (31). 
Le successive quote di capitale crescono, perciò, secondo una pro-
gressione geometrica c1i cui il primo termine è O"nj e la ra-
gione (1 + i), cioè la loro legge di incremento è quella della ca-
pitalizzazione composta. 
Le successive quote d'interesse, invece, decrescono secondo la me-
desima legge. Invero è 
Cr+l - Cr = 0" -1 [(1 + i)r - (1 + i)'·-l] = i (1 + i)r-l 0"- 1 ' n n 
Si osservi, inoltre, che la somma delle quote di capital~ deve ri-
produrre il capitale iniziale, cioè lillO: infatti 
(32) .;, _ _ "-I . r _ _ (l+i)n-l_ _ . .... ,Cr-O" I ~r (l+z) -O" I . -O"-s- -l 
l n l n Z " I "I ' 
e la somma delle quote eli interessi deve uguagliare la differenza 
fra la somma dei termini dell'ammortamento e il capitale iniziale, 
cioè n un[ - 1: invero 
(33) i. Ir=i. (1- O"- S-ll) i = ni - 0" -1 ii. 8 - 11 = L l n I r n l Y-
" 
= ni - 0"-1 ~r [(1 + i)r-1-l] = ni - O"- j S- I + nO"-j· = nu-j -lo 
1'1 l n n n n 
Si noti, infine, che il sistema francese di ammortamento non ga-
rantisce al prestatore un effettivo tasso di renc1imento pari ad i, 
poichè è lasciato alla sua iniziativa di potere impiegare succes-
sivamente, al medesimo tasso i, i termini dell'ammortamento che 
man mano riscuoterà. Epperò, se ciò non avviene - com'è in ge-
nerale, date le oscillazioni del tasso d'interesse - il prestatore 
potrà ricavare un tasso effettivo superiore od inferiore ad i. 
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Tuttavia l'enorme vantaggio che presenta, El per il debitore l' 
per il creditore, il fatto di poter far riferimento costantA ad una 
somma fissa prestabilita per la fine d'ogni periodo, rende questo 
sistema essenzialmente pratico e eli uso quasi generale nei prest i {i 
a lunga scadenza. 
53. Piano di ammortamento. - Se il prestito, invece di essere 
unitario, si r iferisse ad una somma S, il termine d'ammortamento 
sarebbe Sanj' costante in ogni successivo periodo, e di esso 
c =S(J - (l+ i)r-
' r " I 
sarebbe la quota di capitale e 
sarebbe la quoLa d'interessi, ne11'1,08iIlI0 pagamento (r=l,~, ... Ii ). 
Per l'effettivo e completo calcolo dell'ammortamento fii suole 
costruire una tavola in cui si contengono, in corrispondenza d('] 
numero d'ordine dei successivi periodi di pagamento, le quote di 
capitale e di interessi, lJagate alla fine di ogni periodo, la somma 
dei due numeri lJrecedenti, che dev'essere in ogni periodo eguale· 
al termine dell'ammortamento costante del prestito, e poi, sJlesse 
volte, altre colonne COm1Jlementari, quale quella del capita.Je elI(' 
rimane da ammortizzare o che è già ammOl"tizzato al principio cii 
ogni periodo. 
Se le tavole finanziarie contengono il tasso d'interesse i, eni si 
riferisce l 'operazione, il calcolo lJrocede spedito, perchè vi si tro-
veranno i valori di a", (Jnj' Snj e quindi, con facili molt i pli 011-
zioni, si ricaveranno i varu valori della tabella di ammorLamenLo. 
Se il tasso i manca, si può procedere per 10gariLmi al calcolo (li-
retto di a;- e (Jnj; moltiplicando poi S(Jnj per (1 + i), il risultato 
per (1 + i) e così successivamente, si otterrebbero le quote di ca-
pitale; le quali, sottratte da Safl , permetterebbero la ded UZiOl1C' 
delle successive quote eli interessi, quote che elel resio si possono 
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anch'esse, come riprova, calcolare dil'ettamente per logaritmi, me-
diante la fOl'mola (30). 
Questa formola si può anche SCrIvere, com'è facile verificare: 
(30') (1 + i)" - (1 + i)r . 1r+1 = (1 + i)"- 1 ~ , 
sotto la quale forma si presta molto bene 11er i calcoli , con l 'ausilio 
delle tavole finanziarie . 
A conclusione di quanto precede diamo la costruzione d'un piano di 
ammortamento. 
ESEMPIO. - Si è stipulato un prestito peto un milione eli lit'e, 1"imbor-
sa bile al 4 % in 25 annualità uguali, pagabile ciascuna alla fine eli ogni 
anno, dalla elata del contt·atto. Si calcolino le q%tote eli capitale e d'inte-
resse di ogni termine dell'ammortamento e l'entità del capitale amm01·tiz-
zato alla fine di ogni anno e da ammortizzare al principio ·di ogni anno. 
Xelle tavole finanziarie, per i = 0,04, si trova 
a2ò1 = 0,06401196, 
sicchè, es endo per dato 8 = 1000000, sarà 
8a2.? = L. 64011,96 
il termine costante dell'ammortamento. 
Poichè è poi 
<J25 1 = a25 - i = 0,06401196 - 0,04 = 0,02401196 , 
la prima quota di capitale sarà 
Ci = 8 <J25 1 = L. 24011,96, 
mentre la prima quota d'interessi è, ovviamente, 
I, = 8 i = 8 (a 25 - <J251 ) = L. 40000. 
Da C" moltiplicando successivamente per 1,04, si otterrà C2 , C" ... , C25 • 
mentre da Ir = 802fj - C, si otterrà, al variare di l' da 2 a 25, rispetti-
vamente 1213 ... 125 . 
8i è così costruita la seguente tavola di ammortamento. 
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Piano di ammortamento a termine costante del prestito di 1000000 
di lire, rimborsabile al 4 o I o in 25 anni. 
, 25 
l ' Or [" 1 0 ,,+ ],. =,[, :E, Os :Es c., l' 
l , 
- I - - - - -I (O) (1) (2) (5) (4) (5) I (O) 
l 24011,96 40000,00 64011,96 24011,96 1000000,00 l 
2 I 24972,44 39039,,2
1 
64011,96 48984,40 975988,04 .) 
I 
3 25971,34 38040,62 64011,96 74955,74 951015,60 3 
4 1 27010,19 37001,77 64011,96 101965,93 925044,~U I -l 
5 28090,60 35921,36 64011,96 I 130056,53 898034,07 I [) 
6 29214,22 34797,74 I 64011 ,96 159270,75 869943,47 I ti 
7 30382,79 33629, 17 64011,96 1896G3,54 840729,2:> 7 
8 31598,10 32413,86 64011 ,96 221251,64 810346,46 ~ 
9 32862,02 31149,94 64011,96
1 
254113,66 778748,36 !/ 
l O 34176,50 29835,46 I 64011,96 288290,16 745886 , ;~4 10 
11 35543,56 28468,40 64011,96 323833,72 711709,84 1.1 
12 B6965,31 I 27046,65 64011,96 360799,03 676166,28 12 
13 38443,92 25568,04 I 640 11,96 399242,9.) 639200,97 1:l 
14 I 
I 
39981,68 24030,28 64011,96 439224,63 6007G7,O[, 1-4 
41580,95 I I 64011,96 480805,58 560775,37 15 1,) 22431,01 
16 43244' 19 1 20767,77 64011 ,96 524049,77 5191\)4,42 j(j 
17 '14973,96 19038,00 I 64011 ,96 569023,73 47S950,2:{ 17 
18 I 46772,92 17239,04 64011 ,96 615796,65 430976,27 18 
19 48643,84 15368,12 64011,96 664440,49 384203,35 l (j 
20 50589, .59 13422,37 640 11,96 715030,08 335559,GJ 20 
21 52613,17 11398,79 64011,96 I 767643,25 28496O,92 21 
22 54717,70 I 9294,26 64011,96 822360,9G 232356,7G 2~ 
23 56906,41 7105,55 64011,96 879:267,HG 177W~!J,c'5 2:3 
24 59182,67 4829,29 64011,96 938450,03 120732,G4 ~ J 
25 I 61549,97 I 2461,99 I 64011,96 1000000,00 
L. 1000000,00 600299,00 1600299,00 
I I 
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Si è assunto come numero d'ordine quello dei pagamenti fatti alla fine di 
ogni periodo I-mo, essendo l' variabile da 1 a 25 j le colonne (l) e (2) conten-
gono i successivi valori delle quote di capitale Or e delle quote d'interesse Ir e 
la loro somma, per un medesimo valore di /', riproduce il termine costante T 
di ammortamento della colonna (3). Le colonne (4) e (5) non sono indispensabili 
in un piano di ammortamento j esse, comunque, rispondono a dne domande 
,. 
dell'esercizio, indicando l'una il capitale ~s 0s, ammortizzato alla fine d'ogni 
~5 1 
anno, e l'altra il capitale :E, O" da ammortizzare al principio di ogni anno. 
I numeri della colonna (4) si ottengono, come indica la forIDola, per som111e 
successive dei corrispondenti numeri della colonna (1). I numeri della co-
lonna (5) sono dedotti da quelli della colonna (4) sottraendoli, volta a volta, 
da l.000.000, così come si deduce dalla relazione 
25 25 1-1 r-l 
:Es O., = :Es Os - :Es Os = l.000.000 - :Es Os' 
l l l 
È, ovviamente, la somma delle quote' di capitale (L. l.000.000) più la 
som111a delle quote d'interessi (L. 600.299) uguale a 
25 X 64.011,96 = L. l.600.299. 
Si noti, infine, che i numeri decimali della tavola sono approssimati a 
meno di 5 millesimi. Per altro, quando si tratti di grandi prestiti ci si 
può limitare ad approssimazione più grossolana: può bastare anche la con-
siderazione delle sole cifre intere. 
54:. Sistema degli interessi anticipati. - In alcune regioni del-
l'Europa centrale (Austria-Unglleria e Baviera), specie nelle ope-
razioni di credito fondiario, vige il sistema degli ammortamenti a 
interessi anticipati (Anticipativen Zinsen). In tal sistema è con-
servata la periodicità dei pagamenti sia per il capitale, sia per gli 
interessi, ma mentre l'uno si ammortizza a termini pagabili alla 
fine d'ogni periodo, gli -altri si ammortizzano a termini ]Jagabili 
al principio di ogni periodo. 
Vediamo come, di conseguenza, si modificano le formole. 
Se S è il capitale prestato nominalmente, il debitore riceve di 
fatto S - Si, se i è il tasso d'interesse stabilito, perchè il presta-
tore trattiene inizialmente, cioè al principio del primo periodo, 
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l'interesse Si del capitale. Il termine costante clell'umffiortam nto 
risulta sempre dagli interes i sul capitale da ammortizzare e dalla 
quota di capitale. 
Se y è il termine costante dell'ammortamento e Xl ' la quota 
cii capItale nel primo termine, gli interessi, in detto termino, sa-
ranno 
e, perciò, avremo 
(3-1) 
Analogamente, se X 2 è la quota eli capita.le nel seconclo termine, 
saranno 
gl'interessi, e perciò 
(35) (S - {,t'i - ,x'2) i + x 2 = 1); 
ma, per la (3-1) : 
perciò, .ostituenclo nella (35), si ha 
ovvero, riducendo, 
(36) cf', = (1- i ) .1'2' 
Analogamente, è 
ma, per la (35) : 
perciò. sostituendo, 
u - .f'~ - i ((';3 + f3 = y, 
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da cui 
(37) 
Ormai la legge di formazione delle successive quote di ammor-
tamento del capitale e evidente. 
Poiche, per la (36), e: 
sarà, per l a (37) : 
e in generale : 
(38) 
L'ultima quota di capitale sarà, perciò : 
Ma, essendo l'ultima quota d'interessi contenuta nel penultimo 
termine dell'ammortamento, l 'ultimo termine sarà costituito sol-
tanto dalla quota di capitale, e allora 
(39) y = ::0" = (1- i)n-l 
Sostituendo questo valore del termine costante dell'ammorta-
mento nella (34), avremo : 
da cui 
(-iO ) Si (1 - i )n-l x, = ------l -(l - i)" 
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Allora la (39) diviene 
(41) 
Si noti che, il valore effettivo del prestito e endo, come s'i .. giil 
notato, S (1 - i), il tasso d'impiego effettivo è diverso da i: ne \.' 
sicuramente maggiore. 
Calcoliamo questo tasso effettivo, che, per il momento, indichiamo 
con z . Detto a- il valore attuale, al tasso z, della rendita unitaria 
n jE 
temporanea per n anni, dovrà essere, per la (H ): 
ovvero 
e siccome 
così sarà 
i . 
S -1 (-1- '-)" {( - = S (1 - n, 
- -z " 2 
l- i 
a -I = [1- (1 - i )n I - .-. - , 
t! 2: - , 
1 i 
-1- ' =1+ 1--" 
-z -? 
( i) " (1 - i)" = 1 + 1 _ i 
Si può allora seri vere 
1-(1 + 1 i i tu 
a- = - .----
n .! i 
-1 -1' 
cioè 
1- (1 + z) -n l-(l+li if" 
--- ----
Si conclude 
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i . 
z = l -i >Z 
Per questo r isultato, essendo 
(1 + z)-n = (1 - i )n , 
la (40) può mettersi sotto la forma 
c. v. d. 
z(l+ z)-" 
x -S-----SeY . ; - 1- (1 + z )-tl - ;;-j. ' 
la (38) diviene, pertanto, 
(42) x = SeY- (1 + Z)'-l 
r nl Z' 
e la (41) si riduce a 
La formola (42) rende evidente che il sistema di ammortamento 
a interessi anticipati si riconduce a quello ad interessi posticipati, 
purchè al tasso i si sostituisca il tasso z = -1 i . . E la for-
-'/, 
mola (-:1:3) mostra che il termine dell'ammortamento del capitale S 
a interessi anticipati al tasso i coincide col termine dell'ammorta-
mento del capitale S (1 - i ) a interessi posticipati al tasso 1~ . 
-'/, 
55. Scadenza media dei termini dell' ammortamento. - Ripren-
dendo il coneetto di equivalenza, diremo, più in generale, equivalenti due 
capitali Cl e O2 di scadenza n; ed n 2 rispettivamente, se, riferiti al me-
desimo tasso i, hanno eguali valori attuali ; cioè se 
essendo, come si a, 
il fattore di sconto. 
- 12.,1, - -
l 
v= 1+': 
Questo concetto permette. di stabilire la nozione di scadenza media dei 
termini di un ammortamento. Invero, se al a2 ... a" sono gli n termini ùi 
ammortamento di un prestito, esisterà un tempo x tale che sia 
n n 
'E, a, v' = v· 'E, a, . 
l 1 
Questo tempo x, allo scadere del quale può esser versata la somma ùeì 
termini dell'ammortamento in luogo degli n pagamenti a , at ... a" in Il 
successivi periodi, dicesi appunto scadenza media dei lermill,i ddl'all1111ol'-
lamento. 
Dalla precedente formola si ricava 
" l;r (l r vr 
VX = _ 1" 
~, a .. 
1 
che è la media ponderata dei suecessivi fattori di sconto dpi termini del-
l'ammortamento. 
Prendendo logaritmi dei due membri e risolvendo ri spettto ad x , si 
ha poi: 
n " Log 'E (I,. o' - Log 'E a,· 
X = __ I , 
Log" 
In particolare, se l'ammortamen to è a termini costanti, quando i l valore 
di ogni termine sia Sau ' sarà 
11. Cl" . S 
e, riducendo, 
l n 
tT = ~T l;r; 
11 1 
cioè : dalla media ponderata dei fattori di sconto ei si riduce, in tal caso, 
alla loro media aritmetica, quale che sia la somma prestata. 
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Ma sappiamo che 
n 
I:r V" = et I~ ' 
l " 
quindi, In definitiva, SI ha: 
(44) 
sicchè, prendendo 
avremo: 
logaritmi d'ambo i membri e risolvendo rispetto ad x, 
. LogCt,-;, - Logn 
x = --Lag v 
56. Scadenza media delle quote di capitale. - Con riferimento 
all'ammortamento a termini costanti, oltre alla scadenza media dei termini 
dell'ammortamento, può calcolarsi la scadenza media delle quote del capi-
tale. Tale quota, per l' 1·"j, o termine, essendo 
il suo valore attuale sarà 
che, per essere indipendente da 1', rappresenta il valore attuale di ciascuna 
delle n quote; sicchè la somma dei valori attuali è 
?lv(5-, . 
n 
Se y è la scadenza media delle quote, dovrà essere, per definizion e, 
n 
v
y I: (5- (1 + i) ' 1= l1V(5 
l r nl '' l ' 
dalla quale, eliminando i fattori comuni e ricordando la (32), ci si riduce a 
(45) V'I = nv(5- . 
.. 
Passando dai numeri al logaritmi e risolvendo rispetto ad !l, SI ha poi 
(46) Log a + Log" ,1/=1-+ .. ,----
Lago v 
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Questa formala è notevole anche per un diverso signilicato che le si può 
attribuire, come si vedrà nello studio dei prestiti per obbligazioni. 
57. Relazione fra la scadenza media dei termini di ammorta-
mento e quella delle quote di capitale. È, per le relazioni (44) e (41\): 
/l 'I = nvO' 
" I ' 
perciò, moltiplicando membro a l11em bro e tenendo presente [ .. (26): 
Si conclude : 
(47) x+!; =n+1, 
cioè: la somma della scadenza media dpi termini dell'(tmmol'tall1enlo e di 
quella clelle quote del capitale è ttguale al numero dei termini aumentato 
di linO. 
58. Scadenza media delle quote di interessi. - La quota di inLe-
l'essi dell' }'"O pagamento essendo 
la SOl11l11a dei valori attuali di tutte le quote di interessi sarà: 
n n " 
1:;, (1 - O' S-I) i v' = i 1:;, v, - i O' -\ 1:;, s- v', 
l u r ' l 11 J Y-I 
ma è 
n 
:ET vT == a 
l n 
e 
" _ n ,(l + i)'-I _ l _ n ~ - v' __ .!:....v 
1:;, 8-11 V, - 1:;, V - - - o - _.1:;, . -1 y- I t l ~ 1. 
-- 127 -
perciò, sostituendo, SI ha: 
» 
1; (1- 0"- s-) i = ia - - O" - (nv - a- ) = a- (i + 0"- ) _ nvO"-
l' " l '·-1 n n 1 " l n l " l n l ' 
ovvero, per la (27): 
n 
1; (1 - O" - s- ) i = 1 - nvO"- . 
l' " l ,· - 1 n l 
E allora, se z è la scadenza media cercata, dovrà essere: 
ti 
v' 1;, I. = 1 - n V 0"- 1 ' 
l " 
o;,vero, per la (33): 
(48) 1 - nv(J -v' = ___ _ ,.2...1 
n(l~ - 1 . ' 
dalla quale espressione, prendendo i logaritmi di ambo membri e risol-
vendo rispetto a z, si ricava: 
Log (1 - nV(Jn ,l - Log (n(l~ - 1) 
Z == Log v . 
Del resto, poichè per la (44) è 
nu- = v-x 
a l ' 
tenendo presente la (45), la (48) può mettersi sotto la forma: 
o anche, moltiplicando e dividendo per Vx : 
(48') 
formola, molto elegante, che permette di esprimere la scadenza media delle 
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quote di interessi, mediante la scadenza media dei termini ddl'ammortn-
mento e queUa delle quote di capitale. 
Passando dai numeri ai logaritmi si avrebbe, infine: 
z = x + Lo~ (1 - 1"'L- Log~ - 1'%) • 
Log v 
ESEROIZI 
1. Si calcoli il valore finale al 4 % di L. 1230 pagabili al principio 
di ogoi anno per 22 anni. 
2. Si calcoli il valore della somma che verrebbe ammortizzata seguendo 
il sistema francese, nelle condizioni del precedente esercizio. 
3. Si calcoli il termine costnnte dell\tmmort:1mellto, secondo il i lema 
francese, sapendo che la settima quota di capitale è L. :{OOO, il numero 
dei termini 30 e il tasso 4,5 °10 , 
4. Di un prestito di L. 100.000 il termine annuo costante di ammorta-
mento al 3,5 % è L. 5920,50. Si calcoli in quanti anni sarlÌ amlllorti7.7.uto 
il prestito. 
5. Ferma restando ogni ~.ltra condizione del precedente quesito, S8 si 
segue il sistema degli "A1/ticipatioen Zinsen "' si calcoli il 15° termine eli 
ammortamento e le quote di capitale e di interessi di cui si compone. 
6. Si costruisca il piano di ammortamento del prestito di un miliuJ'(lo 
al 4 1/2 % in 25 anni (sistema f1'aucese). 
7 . Nelle condizioni dell'esercizio n. 3, se, invece delle 30 Cl uote anuue 
di interessi, si vuoI fare un pagamento unico pari alla loro somma, in li uale 
epoca tal pagamento dovrà esser fatto? 
8. Si esprima la scadenza media dei termini di un ammortamen lo i Il fUll-
zione della cadenza media delle quote di cap itale e della scadenza ll1f'dia 
delle quote d'interesse, nella ipotesi elle la somma delle quote eli capi1ale 
sia uguale a quella delle quote d'interesse. Si studino le condizioni di 
possibilità dell'uguaglianza delle tre scadenze medie. 
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§ 4. - Prest iti divisi in titoli . 
59. Generalità. - Quante volte occorra provvedere alla emIS-
sione di un prestito di grande portata potrà riescire difficile tro-
vare il capitalista che disponga dell'importo voluto e, quando lo 
si trovasse, bisognerebbe acconciarsi a subire condizioni molto one-
rose, chè, per la legge dell'offerta e della domanda, la grande dif-
ficoltà stessa di trovare il prestatore, ne renderebbe preziosissima 
la prestazione. 
Quando si tratti, dunque, di prestiti grandiosi, quali quelli cui 
fanno ricorso gli Stati, in tempi di crisi, o gli enti pubblicì e pri-
vati, per grandi costruzioni, bonifiche o altro, conviene rivolgersi 
a più capitalisti, e a ciascuno di essi' soltanto per una parte del 
debito. Ed è ovvio che quanto maggiore è il numero dei capita-
listi che aderirà all'invito, tanto migliori potranno essere le con-
dizioni di emissione del prestito. 
A tale intento, dallo Stato, cosÌ come da altri enti pubblici o 
privati antorizzati, si suoI spezzare l'importo complessivo del pre-
stito in un grande numero di parti, le quali vengono offerte alla 
pubblica sottoscrizione. 
Per ciascuna di queste parti, le quali possono essere di identico 
o di diverso taglio, vien rilasciato, in corrispettivo del versamento 
fatto dal sottoscrittore, un titolo di credito che, a seconda dei cri-
teri informatori del prestito, può assumere nomi diversi. B'LW1W si 
dirà se è rimborsabile a vista o a scadenza fissa; taglio di nndita 
se non è stabilita nessuna epoca per il rimborso; obbligazione 
quando è rimborsa bile mediante estrazioni a sorte (o, qualche 
volta, anche a scadenza fissa), secondo un piano di ammortamento 
prestabilito. 
Salvo che per il b~wno (nel quale si comprendono gl'interessi), 
in ogni altro caso l'ente debitore s'impegna, oltre che alla resti-
tuzione del capitale, alla corresponsione degli interessi, di solito 
bSOLERA, Elem. di lffatematica, ecc. 9 
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in rate annuali, seme traE, trimestrali, ecc., a un tu RO U;::;, O, puro 
presta bili to. 
Ogni titolo ha un valore nomil/ale, che è quello indicato dal 
titolo stesso i un valore di em issione, che ò il valore eli offerta, 
per l'acquisto, al pubblico i un valore att/lale o corrente di ùorsa, 
che è il valore conferito al titolo c1alle condizioni elel mel' aio. 
Analogamente vi è un tasso nomil/ale, che è quello stabilit() dalle 
condizioni ùel prestito, e un tasso 7'eale, che e (IUello corrispon-
dente all'effettivo valore del titolo. 
Dicesi valore di 'i 'imborso il valore del titolo prome.so all'n,ilo 
dell'estinzione del titolo tes o: di solito, esso coincide col valore 
nominale. La differenza fra il valore di rimborso c quello di cmiH-
sione costituisce il cosidetto p1'emio di rimùorso. 
In ogni ca o il tasso nominale ò annuo. 
Questo capitolo è essenzialmente dedicato allo. Luclio clellt> 01)-
bligazioni l'imborsabili mediante estrazioni a sorte, come qupllo 
che, dal punto di vista tecnico, implica notevoli varianti alla, tC'oria 
della rendita e dpgli ammortamenti, precedentomente svoHa. 
60. Numero dei titoli da estrarre in ogni periodo. - SI' con S 
indichiamo l'importo del prestito, con C il valor nominale d'ogni 
obbligazione emessa, con .l. il numero delle obbligazioni, sarà, ov-
viamente: 
(-:1:9) 8=NO. 
Limitando le nostre considerazioni all'ammortamento Ho termini 
co~tanti, se <Iuesti sono in numero di n, cel e i il tasso nominale, 
il valorè di ciascuno (Vedi n. 38) sariL: 
(50) ~Ci T=8a = 
" 1-1'''' 
La 7"ma quota di capitale sarà: 
(51 ) 
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e la l'ma quota di interessi 
(52) 
Se N. è il numero di obbligazioni estratte alla fine dell'r'"o -pe-
riodo, -poichè esse ra-ppresentano rimborso di ca-pitale, dovrà essere, 
se il valore di rimborso coincide col valore di emissione, 
ovvero, per la (49) e la (51), 
N. C = NCO";;-, (1 + i)r-l 
e, riducendo, 
(53) N. = N O";;j (1 + iy-l. 
Analogamente si avrebbe 
NrH = N O"nj (1 + i)r, 
sicchè, per la (53), si conclude 
(5-*) N'H = N. (1 + i), 
formola ricorrente che lega il numero delle obbligazioni da estrarre 
alla :fine di un periodo, al numero delle obbligazioni estratte alla 
:fine del periodo precedente. 
S'inferisce dalla formola (54) che i numeri delle obbligazioni da 
estrarre alla :fine di ogni periodo, formano una progressione geo-
metrica di r agione 1 + i, com' era da attendersi, dato che essi 
numeri si ottengono dividendo le rispettive quote di capitali per 
il valore costante C. 
In particola,re, per 1" = 1, dalla (53) si ricava il primo termine 
della progressione, cioè il numero di titoli da estrarre alla :fine del 
primo periodo; esso è 
(65) 
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E allora, sostituendo nella medesima formola (53), avremo: 
(56 \ 
Le formole (55) e (56) definiscono il sistema pratico di calcolo 
dei successivi valori N r al variare eli 1" da 1 ad n. 
Calcolato N j , secondo vuole la (55), si otterrà N 2 , N~l ' ... , N" mol-
tiplicando successivamente per 1 + i, come vuole la (58). 
61. Calcolo degli interessi. - I precedenti l'i. ultati permettono 
di esprimere la 1"m" quota d'interessi, di cui alla formola (52), me-
diante Nr • 
Invero. dalla (53) si ricava 
N (J _ __ T -
;- - N (1 + i)r-1 
e, sostituendo nella (52), si ottiene, per la (49), 
( N, v
r
-
1 (1 + i)'-1 - 1 ) . 
Ir = N C 1 - NY- - . -- 1 1, 
ovvero 
Ir = NC (1- ~r 1-
i
1f-
1
) i 
o, infine, 
(57) 
formola molto semplice per il calcolo degli interessi. 
62, Numero complessivo delle obbligazioni estinte dopo r estra-
zioni. - Se indichiamo con m:.~ il totale numero dello ohbligazioni 
rimborsate subito dopo la rma estrazione, ohhligazioni che si di-
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cono estinte, e con ovr.~ le obbligazioni non ancora estratte alla 
medesima epoca, e che, perciò, si dicono viventi, dovrà essere : 
r 
~~;=~,N" 
I 
ovvero, per la relazione (53) : 
, 
ovr.~ = ~, N ()n- (1 + i )'-l 
I 
o anche 
r 
ovr.~ = N ()~ ~, (1 + i )s-l, 
n l 
ma è, come SI sa, 
,. (1 + i )r-1 ~ (1 + i)s-l - - ----- - s-l'' - i - "l ' 
perciò SI conclude 
(58) ovr.; = N ()- s- . 
" I r 1 
P er couverso, il numero delle obbligazioni viventi al princIpIO 
dell 'r + 1 esimo periodo, cioè subito dopo la r ma estrazione, sarà : 
(59) ovr." = N - ~R' = N (1- ()- s- ). 
T r n 1 r 1 
Anche le formole (58) e (59) sono di notevole importanza pra-
tica, dato il molto facile calcolo numerico che consentono, dei va-
lori che definiscono. 
63. Residuo. - Il numero delle obbligazioni da estrarre alla fine 
di ogni periodo non può non essere un numero intero, mentre, in 
generale, la formola (56), che definisce tal numero, non dà luogo a 
un numero intero. Di qui la pratica necessità di qualche correzione. 
Di solito, si suole assumere, in luogo della espressione teo-
rica (56), il maggior intero in essa contenuto. L'effettivo termine 
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di ammortamento risulta, allora, alquanto inf riOl'c al il'l'mine tl'O-
rico: la differenza &, per altro, inferiore, in ogni caso, nl \'<1101'<:: 
nominale O dell'obbligazione, 
Se indichiamo con N,' il maggior intero contenuto in Nr clcJì-
nito dalla (56), e indichifl,mo con p, la differenza fra il termino 
teorico e l'effettivo, sarà: 
(60) p, = (N, - N/) C, 
Alla une del periodo uccessivo il termine dell'ammortamento 
risulterà corretto in eccesso, esso sarà: 
ONr+1 + p, (1 + i), 
eli cui, è da attribuire 
0"+1 = Or t-1 + p, 
alla quota di capitale, e 
(61) l'r+ 1 = 1"+1 + p, i 
alla quota di interessi. E l è la divisione di Or+ l per il valo]' no-
minale O dell'obbligazione, che ci fornisce, con la parte intera del 
quoziente, l'effettivo numero N'r+' di obbligazioni da estrarre alla 
fine dell'?' + 1 esimo periodo. Siccbè, essendo 0,+1 = CN" II, sarù: 
e quindi 
ON'r+1 + pr+1 = ONr+1 + p, 
1I.1J 'r+1 __ T + Pr - pr+1 1.' r+ 1 --0 -
L'effettiva quota di capitale è, dunque, 
(62) 0'r+1 = ON'r+1 = Or+1 + p, - pr+l, 
Mediante le formole (60), (61) e (6~), si procede alla corrézirJn f ', 
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per tutti i valori di 7', delle quote di capitale, delle quote d'inte-
resse e del termine dell'ammortamento. 
ESElIIPlO . - Si 1'ipnmda l'ese1'ciiio numerico del n. 53) nella ipotesi che il 
prestito abbia luogo med'iante l'emissione di 10.000 obbligazioni) ciascuna del 
valol' nominale di L. 100) ferma 1'es fanclo ogni altra condizione del prestito. 
La tabella dell a pagina seguente indica il passaggio dall'ammortamento 
teorico a quello effettivo. Le colonne (1) e (2) riproducono le colonne (1) e (2) 
della tavola del n. 53; la colonna (5) dà i valori C" che rappresentano uno 
stadio di transizione fra Cr e C'r; la colonna (8) indica il numero di obbli-
gazioni da estrarre alla fine di ogni anno : tal numero si ottiene dividendo 
per 100 il corrispondente C'r della colonna (6); la colonna (7) degli inte-
ressi è la correz ione della colonna (2), per il tramite degli interessi Pri della 
colonna (4). 
Come riprova, la somma delle C'T deve riprodurre 1.000.000, così come 
la somma della Cr; e la somma degli interessi l 'T = 600.348 d'eve ·egua-
gliare la somma degli interessi Pr i = 49, più la somma degli interessi 
Ir = 600.299. Così com'è in effetti. 
64. Vita probabile e vita media di un' obbligazione. - La estin-
zione per estrazione a sorte assimila le obbligazioni ad esseri viventi, la 
cui morte, come si sa, avviene, normalmente, a caso. Si sono estese perciò 
alle obbligazioni le nozioni demografiche di alcune medie. Si di ce, pertanto, 
vita probàbile d'un'obbligazione vivente, il tempo x che deve trascorrere 
affi nché le obbligazioni viventi si riducano all a metà. Per definizione si ha, 
dunque: 
ovvero, per la relazione (59), 
N (1 - (5 - s-) = 1. N (1 - (5 - s ) 
n l T - L 2 " I T ' 
o anche, r iduuendo e risolvendo riSIJetto ad s-
r,xl' 
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che si può scrivere: 
(1 + i)'+z- l 1 (l + il" + (l + il' - 2 
2 
o, riducendo, 
(1 + i)'+z - (1 + i)" + (1 + il' 
- 2 
e, infine, dividendo ambi membri per (1 + i)", SI ricava: 
(1 + i)z = (l + i),,-r + 1 , 
2 
dalla quale si desume x per logaritmi. 
Si definisce vita media di un 'obbligazione, subito dopo la 1·m • estrazione, 
la media ponderata y degli anni di vi ta possibili per le obbligazioni ~~, 
allora viventi . 
Se Nr +, sono le obbligazioni estratte all i< fin e dell' r + smo periodo, dette 
obbligazioni saranno vissute s anni, a partire dall' 1,ma estrazione; perciò la 
media ponderata che si cerca sarà : 
n -T 
~" 8~-lr+.f 
!J = ---,,-l --;:,==-_ ~r~ 
ovvero, per la (53) e la (59), 
o anche 
n - T 
N a~ I;, S (1 + i)'+s-t 
a l !J = -~:--i-c--_.--:-­
N (l - a,ti s;:- ) 
n-T 
(1 + il- 1 I;, s (l + i)' 
Y = ------'-, ----
s~ - s;:-j 
Ma, com'è faci le riconoscere, 
n-T (1 + i)n-r-H 
:E, S (1 + i)' = (n - 1) -"----'--'----
l 
(1 + i) sH-ri 
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perciò 
i/ = [(n - 1') (1 + i)n - (1 + iY s.M] -
i(s" -sr) 
o anche 
y = ~" [Cn - }.) 1- (1 + i)-j,,-,) 
o, più semplicemente, 
(n-1')o--] 
H-T 
,1/= --
Tanto il concetta di vita probabile quanto quello ùi vita media 11011 
sono di grande interesse pratico: il primo ancora meno del secondo. 
65. Vita matematica dell'obbligazione. - Di notevole intol'o:;s(' 
riesoe, invece, la nozione di vita matematica, per ill'aUo della sun 
dipendenza, oltre che dal tasso di emissione, anohe dal lasso di 
rendimento effettivo dei titoli. È appunto per ciò che serve egro-
giamente al calcolo del valor medio attuale clelle obbligazioni, 
dell'usufrutto e della nuda proprietà, come si vedrà di qui a poco. 
Diremo vita matematica al tasso t cli un'obbligazione di eiù 
attuale T, la quantità z definita clella relazione 
II-r 
1::, Nr+s (1 + l) - .' 
(1 + t)-z= _1 
considereremo cioè la vita matematica z come un'ostensione del 
concetto di vi ta media. 
Per mantenere la distinzione fra il tasso di emissione i e il tasso 
di valutazione t, indicheremo con Vi e VI i rispettivi fattori di 
sconto, con CI;;- i e a,-;-j t' con 8" i e 8" t' rispettivamente i valori ini-
ziali e finali di una lira pagata per n anni secondo i tassi i e t; 
e analogamente faremo per i valori reciproci a e er. 
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Per conseguenza, la precedente relazione può scriversi: 
(63) 
fl- r 
:E, vt'N,+s 
v/ = ~l _~_~ __ 
ovvero, per la (53) e (59), 
n-,· 
lJ/ = 
N O"nj (1 + i),-l f ' v,s (1 -t- i)' 
N(l-cr- s-) --
"I '- I 
Ma, com'è facile verificare, 
0"- (1 + i)'- l 
" I 1 - '(J----S--- = '!Ji (J,-,_-r I i , 
.. I r I 
perciò, sostituendo ed eliminalldo il fattore comune N, 
n-T 
1'/ = Vi (J-I -:Es W (1 + i )' 
u-r I l 
o anche 
v '= v-(J- :E --fl-r (1 + i)S 
t • Il- '- I i l' 1 + t 
ovvero 
(64) 
Qui g iova distinguere il caso in cui sia t > i da quello III cm 
rimanga t < i. Se è t > i sarà: 
l+ t t-i 
1+i-1=1+ i 
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e quindi 
1 + i ( t - i )-1 
1+t=1+ 1+ i ; 
la relazione (63) si trasformerà, allol'ù, in 
( t - i ) - (II - r) 1- 1+ l+i 
L' = = v· CJ- .-'-----
, ' tI-,· i t - i ' 
1+{ 
ovvero, posto per brevità 
{- i 
l+i =T j , 
può scriversi, più semplicemente, 
(65) . /.,' = = c · CJ - . {f -L "It" t '1-'" TI' 
formola dalla quale z ùsnlta faci lmente calcolabile per logaritmi. 
Se invece fo se i > t, poichè è 
e quindi 
la (6:1:) potrà mettersi otto la forma: 
c= = v CJ-
t t n- '" Ii 
ovvero, po to per brevità 
i- t 
l+t =T2 , 
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potrà scriversi, molto semplicemente, 
(66) ,/:,-l=() _ 8-t n-r l i 11-1' T,!' 
dalla quale z risulta in maniera facilissima calcolabile per loga-
ritmi, 
Dalle (65) e (66), invero, passando dai numeri ai logaritmi, si 
ha per la vita matematica: 
(67) 
(68) 
Log Vi + Log (};;=;j i + Log an-;:-I 't', 
z= Log'r, 
Log ()- , + Log 8-
. __ ~ft-_r:...!,1 t H-T" 't"2 
z=l+ - L ogv, 
In particolare, se t = i, sarà 
per t> i, 
per t < ( 
ma, quando il tasso di capitalizzazione è nullo, non può che essere 
1 
a- = 8- = --=n 
n O n I O ()_ ' 
-u , O 
perciò le (67) e (68) coincidono nell'unica formola: 
(69) Log (}-'l ' + Log (n -1') z=l+ n-, t , ____ _ Logvi per t = i. 
Le formo le (67), (68) e (69) permettono, pertanto, un calcolo age-
vole della vita matematica delle obbligazioni, quale si sia. ii tasso 
di valutazione. 
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Si noti che quest'ultima formola, per l ' = O, ci clc\. la vita mnte-
matica delle obbligazioni al momento clella, loro emissione, 'ioò 
Log CY;;- + Log n 
~=1+ - L -og v 
nella ipotesi che tas o di emissione ed effettivo si equivalgano. 
Questa formola non il che la (46), rappresentatrice della scadenza, 
media delle quote di capitale. Dunque: /0 cita matell/atica delle 
obbliqazioni, quando tasso di emissione e tasso di Ndll!aziol/(, 
si identifichino, coincide. con 7a scade1lza media del/e qllote (li 
capitale. 
66. U sufrutto, nuda 1)J~oprietà e valore Il ttuale di un titolo. 
L'ammortamento di un prestito per obbligazioni, . econdo è stato 
nn qui detto, segue il sistema francese, nei riguardi clell'ente a cui 
favore il prestito il eme so. Ma rispetto ai sottoscriLtori il HisLem,t 
el i ammortamento il il sinkin.q fllnd: invero, ogni soLtoscrittol"p 
dà. in prestito il valore di emissione delle obbligazioni che nCC]lliRtn, 
per ricevere intanto gli interessi stabiliti alla une eli ogni perioclo, 
e poi il valore di rimborso, quando l'obbligazione sarà esLrattlt o 
quindi estinta. 
Il credito dell'obbligatario si compone, dunque, eli clue parLi di-
stinte: gli interessi periodici del capitale e il capitale, netto dagli 
interes"i. Il valore attuale degli uni chiamasi ~I SU/?"'llUO elcI titolo, il 
valore attuale dell'altro dicesi nuda proprietà del titolo; la 101"0 
somma costituisce il valore attuale del titolo. Indicando con V'l 
I, e A, rispettivamente il valore attuale dell'obbligazione, do] L'usn-
frutto e della nuda proprietà, subito dopo la 1'""" csLrazinllp, di've 
essere 
(70) V,=Ir+Ar. 
Le quantità Vr , Ir e A, non . ono che valori medi: ossi si ri-
cavano, invero, dividendo per il numero dci titoli vivenli il loro 
valore attuale complessivo, così come quello del loro usufrlltlo 
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e della loro nuda proprietà. È, pertanto, se t è il tasso di valu-
tazione, 
(71) 
(72 ) 
n-r 
f ,N."+s aS]t 
I, = Oi~-~--
II-T 
:Es N r+s L't' 
AT = O' _I -~_v_-, 
T 
se O, è il valore di rimborso dell'obbligazione. 
:JIa, per la relazione (63), che definisce la vita matematica z del-
l'obbligazione vivente subito dOllO la rma estrazione, è 
cioè 
n-T 
~~ -:E, Nr+s Ve' 
I 1- V/ = ---~~{,=~ 
llerciò, dividendo ambo i membri per t, Sl ha: 
a- = 
zii 
n-o 
~,Nr+. aS I t 
sicchè la (71) e la (7'2) assumono la forma molto semplice 
(71') 
(72') 
e la (70) diviene 
(73) Vr = Oi Cl-; i I + O' W · 
Basta, dunque, il calcolo di vt, definito dalla relazione (63), per 
- 1H-
inferirne agevolmente il valore attuale del t itolo, c1ell'usufrutto e 
della nuda proprietà del titolo medesimo. 
Si noti, per altro, che la (71') può criver i: 
i 
I r = C t (1- r/ ), 
ovvero, per l a (72'), 
I C · C'- Ar r= l - {C' - , 
e q uindi, infine : 
(74) t C' Ir + i C Ar = C C' i. 
Le relazioni (70) e (74) costituiscono un sistema di c1ue equn,zioni 
lineari nelle tre quantità In Ar e Vr; epperò dn,ta una di esse si 
possono ricavare, da tal sistema, le altre due. 
In particolare, se il valore di rimborso è uguale al valor nomi-
nale del titolo, sarà C = C' e la (74) si riduce a 
Se poi il tasso di valutazion co incido col tasso nominalc', cioè 
t = i, la (74) si riduce a 
C'lr+ CAr=C C'; 
e se, per giunta, valor nominale e valore di rimbor:o ciel titolo 
sono uguali, sarà : 
cioè, per la (70): 
come era da attendersi. 
Il sistema delle due equazioni (70) e (74) puo agevolmente risolversi 
graficamente col metodo di Van den Berg (Vedi n. 6-1). 
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67. Calcolo del tasso effettivo. - Riferiamoci alla fine del pe-
riodo r.esimo (T = 1, 2, ... n) e sia Vr il valore corrente dell'obbliga-
zione vivente, subito dopo la r.esima estrazione. Si vuoI calcolare 
qual'è l'effettivo tasso x di rendimento, essendo i il tasso nomi-
nale e O il valore nominale e di rimborso dell'obbligazione. 
Al tempo cui ci riferiamo, se N è il numero delle obbligazioni 
emesse, il valore attuale, al tasso .r, del prestito sara : 
e siccome ~JG; sono le obbligazioni viventi, così dovrà essere 
da cm, tenendo presente la (62) e risolvendo rispetto ad a-
n-r [x ' 
si ha: 
(75) (1-0';;-".\ ,, ) V r a~x = ---O 0 - ,-- o 
" , 
Indicando tutto il secondo membro, che è una quantità nota, 
con H, si può scrivere, infine, 
1-(1 + X)-(u- ,') 
------ - =H, 
x 
che si trasforma facilmente nell'equazione 
H x (1 + X)'H - (1 + X) " -,' + 1 = O , 
o anche 
H (l + x),, -r+l_ (1 + H) Il + .r)n-,·+ 1 = O, 
Bquazione che, come ,'è già osservato precedentemente (V. n. 31), 
non è, in generale, algebricamente risolubile per n - l' > 3. Val-
gono pertanto i metodi approssimati spiegati in quell'occasione. 
INsor~ERA, Elem. di ]J[atematico" ecc. 10 
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68. "Variazione nel tempo del valore effettivo di un titolo. -
Seguendo il medesimo procedimento del numero prec dente, nella 
ipotesi che sia dato il tasso di valutazione t o . in incognito il v[\-
lore effettivo V
T 
del titolo, si può de umere questo valore, non pill 
per il tramite clelIa nuda proprietà e c1ell'usufrutto, secondo Ò 1'pi0-
gato al n. 67, ma direttamente. Invero, l'i olvenclo ln, (75) rispet to 
a V
n 
quando vi si ponga :r = t, si ha: 
Ca Cl V _ _ n_,_~ 
T - 1 - O" . s-. 
" II t' t 
Ma è, per l~ relazioni (23) e (26), 
ovvero 
o, infine, 
(76) 
a"J.i 
1 -0"" 1,8,. i 
an i 
1 
i 
1-0" S . 
" 1& ,., 1 - ci' - t':l (l + i )' - 1] , 
a
n l i 
1 - 0" .8 
n l l r' 
---- =a 1 - r;,,- r n- '· i ' 
perciò si conclude: 
(77) V r = C a -.. CI - .1' Il-t' ,' n-" 
la quale formola, quando t rimanga co tante, permdta il calcolo 
del valore effettivo del titolo, per qualunque valore cii r da 1 ~Ld n, 
cioè dopo la prima, la seconda, ... la l1fsim C! estrazione. 
In particolare, per l' = 0, cioè al principio (1e1 primo periodo, 
quella formola ci dà il valore di emissione del tito lo, ('ssendo t il 
tasso effettivo e i il nominale. 
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69. Riserva matematica. - Se é V il valor netto dell'obbligazione, 
la somma effettivamente incassata per il fatto del prestito è NV, mentre 
l'impegno é NO. Vi é, dunque, una differenza iniziale fra la somma da 
restituire e quella ricevuta, differenza che potrà, nelle more dell'ammorta-
mento, variare anche per le oscillazioni del tasso d'impiego dei capitali. 
Vogliamo calcolare il valore di tale differenza, subito dopo la r"'· estra-
zione, cioè al principio dell' l' + 1 eSImo periodo. 
Se n sono i termini costanti dell'ammortamento, sappiamo essere il va-
lore eli ciascuno di essi 
sicché se il debitore ricava dall'investimento dei suoi capitali un tasso di 
rendimento 9, il valore del suo impegno al principio dell'1' + l ''''mo periodo, 
per il fatto del debito contratto, indicando tal valore attuale con An sarebbe 
Invece, il valore netto del capitale llrcassato dal debitore, alla medesima 
epoca, è pari al prodotto di V per le obbligazioni viventi, cioè, indicandolo 
con Br' é 
Br = V§)l~, 
° anche, per la relazione (59): 
e, infine, per la relazione (76), si può scrivere 
Affincbé il debitore stia in pareggio e possa ritenersi in grado di far 
fronte agli impegni futuri, deve possedere, oltre alla somma Br che gli 
deriva al netto dall'operazione fatta, anche la differenza 
(78) 
A questa diiferenza, per affinità di forma e di scopi con quanto avviene 
nel campo delle assicurazioni (Vedi n. 59-III), si può dare il nome di 
riserva matematica. 
-14 
È ovvio che il valore della riserva varia al variare di l'. E sa e po~itiYn 
finchè 
ovvero 
(79) 
Ca- >Va-
ti -l· e ti -1" i' 
((n-,· a 
(l-. 
li-t" I 
y 
> (' 
Per la relazione (77), quando vi si faccia poi l' = O, quest'ultima con-
dizione può mettersi sotto la forma: 
(ln_r 9 lttl t 
> (t- (1 -
tI-r l , 11 I 
o anche 
(79') 
Quante volLe, dunque, il tasso di rendimento El soddisfi, rispetto al tao 
nominale i ed effettivo t del prestito, a quest'ultima condizione, il debitor(' 
dovrà postiedere una riserva matematica positiva, per poter fuI' fl'onte ni 
SUOI Impegni. 
Tn particolare, se El = t la (79') si riduce a 
(~O) 
ma in tal caso, per l' = O e per l' = n, è ovviamente Ro = R. = 0, percio 
se è soddisfatta la (80) la riserva matematica varierà positivamente, cre-
scendo dal valore zero iniziale per poi successivamente decrescere tino al 
valore zero finale . 
70. Alcuni tipi particolari di obbligazioni. - Per concluùl~r(J lo 
studio dei prestiti per obbligazioni, accenneremo a qualche tipo di obbliga· 
zione cbe, per le condizioni particolari cui risponde, implica delle varianti 
nelle formole generali avanti stabilite. 
a) Un sistema spesso segulLo nella pratica è quello delle olJlJligaziolll 
con premio: si unisce, cioè, all'estrazione a sorte la vincita di premi (lotteria). 
In tal caso ai termini dell'ammortamento vanno unite le somme destinalp 
al pagamento dei prerui. Se la somma dei premi è costante per ogni p,stra-
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zione, e la si indica con P, invece del termine di ammortamento NCo" i' cui 
abbiamo fatto sempre riferimento, avremo un termine di ammortamento 
pari a 
11 valore attuale, subito dopo la l'ma estrazione, dei termini rimanenti, 
sarà, perciò, al tasso di capitalizzazione t: 
(N C u;;-, + P) a;;=r: t ' 
e, in relazione all'aumento Pan=;-, t del valore attuale del debito, dovranno 
essere variati gli altri elementi dell'operazione. 
Limitatamente al valore attuale VT dell'obbligazione, notiamo che esso 
dovrà essere aumentato di 
Pa-
"-T lt 
- ~r.::. ' 
ovvero, per le relazioni (59) e (77), detto aumento sarà : 
ovvero, per la (76), 
(t - . 
n-r , 1. 
1- 0"» i S;:- i ' 
PV r 
00-, . 
n,' 
Indicando con V'T il nuovo valore dell'obbligazione sarà pertanto: 
V'=V+~ 
r T Ca. ' 
" l 
cioè 
o +Pa-,. V' =V _ _ n_. 
r r C 
Si noti che la frazione impropria, per cui va moltiplicato il valore di VT , 
è indipendente così da ,. come da t, cioè è un coefficiente costante per 
rispetto al tempo e alle oscillazioni del tasso effettivo nel tempo. 
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b) Spes 'e volte, mentre l'e trazione avviene a fin d'anIlO, il pagaml'll\v 
degli interessi è frazionalo in più rate - generalmente in due raLe .eLUe~trnli. 
In tal caso i termini dell'ammortamento non ",riano rispetto !lI ntSO 
generale precedentemente studiato, ma il frazionamen lo degli i nt~ressi 
implica una variazione nel tasso effettivo del prestito P, quindi, n81 y!tlore 
effetti l'O dell' obbligazione, dell'usufru tto, ecc, 
Invero, invece di Ci l'obbligatario riceve annualmente per ogni oùhlign-
zione, se il pagamento ha luogo alla one di ogni frazione l di 01111(\, 
, III 
(81) Ci [(1 +T)'''-l + (1 + T)m-2) +'" + (1 +T) + Il, 
111 
essendo T il tasso, capitalizzabile per periodi di di anno, E'q uivnlenLe 
111 
al tasso annuo t di valutazione, cioè : (1 + T) m = 1 + t, 
La (81) può scrivers i, allora, com'è facile intendere: 
CI (1+,.)'''-1 Ci 
III 'T III ,. 
Subito dopo la 1,mo estrazione, se indichiamo con l'T l'usufruUo, quando 
si tenga presente la (71'), avremo: 
r_Ci.!..a 
r - /il T ~ t' 
essendo z la vita matematica dell'obbligazione a quel tempo; ovvel'Cl 
l' - I [ 
r - ?J1T y o 
Anche qui il valore l'n corretto secondo [a particolare condiziolle del 
prestito che. i esamina, differisce dall'usnfrutto In del raso geJlerale, pel 
un fatto re indipendente da T, cioè dal tempo, cosi come da ogni condizione 
iniziale del prestito. che non sia la rateazione degli interessi, e dipendente 
soltanto dal tasso t eli valu tazione che si presceglie, 
La nuda proprietà, per il fatto della rateazione degli interessi, 11011 variu. 
Chiudiamo il paragrafo con una esemplificazione Il U1nf!l;CU. 
ESE)[PlO, - Un entro pnbblico ('ontrae, con 1111 istituto bellll'urio, /In no/IliO 
al 4 o o' rla ammortizzare in 25 anni medial1/e Wl tel'/Ilinf! alllll/o l'os/md,, 
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di 1.200.000 lire. La banca emette, a tale intento, obbligazioni 500 ti?'e, 
rilllbol'sabili alla pat'i, a cedole ed estrazioni annuali, e vuoll'ealizzo're una 
commissione del 2,5 % sul valol'e nomiuale. 
Si chiede il numero elei titoli da emettel'e, il valO1'e eli emissione elell' ob-
bligazione e il tasso nominale, se ai sottoscrittori si ga1'Ctntisce un tasso 
effettivo cl el 3 3/4 %. 
Indichiamo con x il numero delle obbligazioni, con y il valore di emis-
sione e con z il tasso nominale. Sarà x y il valore di emissione comples-
sivo e sarà 
x X 500 X 2.5 - 12" . 
100 - ,il X 
la commissione del banchiere; sicchè la dilferenza 
xy -12,5x 
rappresenta l'incasso netto dell'ente mutuante. Il quale, d'altra parte, riceverà 
il valore attuale, al 4 %, dell'annualità di L. 1.200.000 per 25 anni, cioè: 
1200000 X (~o,OJ = 1200000 X 15,62208. 
Perciò, SI ha l'equazione seguente: 
xy - 12,5 x = 1200000 X 15,62208. 
Poichè, però, i sottoscrittori godranno cl'un tasso effettivo del 3 3/ 4 % , 
il valore totale xy dell'emissione deve essere pari al valore attuale al 3 3/.j % 
della medesima annualità di L. 1.200.000 per 25 anni, cioè dev'essere: 
~;y = 1200000 X a2'5o,0375 ' 
cioè 
xy = 1200000 X 16,04320. 
Confrontando le due equazioni ricavate dai dati del problema, si ha allora 
12,5 x = 1200000 (16,04320 - 15,62208), 
cioè 
x = 1200000 X 0,0336896 = 40428. 
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Ottenuta così la espressione numerica di x, ' 1 ricava agevolmentt' 
16,04320 
Y = 0,03369 = 476,20. 
Per quel che riguarda il tasso nominale z deve essere poi, per la rela-
zione (77), 
476,20 = 500 . a,ro 03~- . a2~ _ , 
-o l IO Q .:; 
da cui 
a~5 z = 4~~J~O 16,04320 = 16,84502. 
Ma nella tavola ùei valori di a i trova 
" 
((2;;0,03.', = 1(:>,48151; 
fra tali valori essendo compreso a~5 z' quando si esegua la interpola-
zinl1e per parti proporzionali, si avrà, se si adopera lo, formola (,*7): 
16.84502 - 16,4815 1 
z = 0,0325 + 8 0,00:35 16,937 6 - 16,48151 
cioè 
z = 0,0325 + ~;!~::~ 0,0025 = 0,0345 circa. 
Il numero delle obbligazioni da estrarre sarehhe, dunque, 40428, iJ v<t-
10re di emissione dell'obbligazione sarebbe di L.476,20 e il tasso nominale 
del prestito 3,45 Q o' 
ESERCIZI 
l. Si calcoli il numero effettivo delle obbligazioni, valor nominale di 
L. 100 e tasso nominale 4,5 o Q, ùa estrarre alla fine di ogni an1l0, per 
ammortizzare in 25 anni il prestito di un miliardo di lire. 
2. Se per la emissione del prestito di un miliardo di lire, ammortiz7.abile 
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in 30 anni per obbligazioni 300 lire 4 %, lo Stato va incontro ad una, 
spesa del .5 %, si calcoli a quale tasso dovrà investire il ' valor netto del 
prestito, affinchè possa ricavarne il termine annuo di ammortamento del 
prestito medesimo, nella ipotesi che l'obbligazione sia emessa a L. 476,25. 
3. Per un prestito ammorti7.zabile al 4,5 u/", ll1tldiante 25 estrazioni 
annual i di obbligazioni 500 lire, si sono già versati lO termini di ammorta-
mento. Si calcoli la vita matematica d'un'obbligazione vivente al principio 
dell' Il ''''"0 anno, tenuto conto che il valore effettivo dell'obbligazione 
è L. 485,50. 
4. Nelle medesime condizioni dell'esercizio precedente si cah.:oli il valore 
dell'usufrutto e della nuda proprietà del tito lo. 
5. Se da un prestito si vuoi ricavare un milione di lire, al netto da ogni 
spesa, si calcoli quante obbligazioni 100 lire 3 '/2 % si devono emettere 
e a qual valore, tenuto .conto che l'ammortamento deve essere, compiuto 
a termini annui costanti in 20 anni, che si va incontro ad una spesa ini-
ziale del 3,5 °/0 sull'incasso lordo e, per il pagamento di ogni termine, ad 
una spesa annua dell' 1 °/0 del tel'lLine 'medesimo, ed infine, che il tasso 
effettivo dell'obbligazione è del 3,75 % , 
6. Un Comune si procura lO milioni di lire emettendo obbligazioni 
500 lire al tasso nominale del 5 %, pagabile in rate semestrali . Ammor-
tizza il debito a termini costanti mediante 35 estrazioni annuali. Tenuto 
conto che il Comune paga 100.000 lire per spese di emissione e il 2 % 
dell'incasso lordo, per commissione agli agenti intermediari per il collo-
camento dei titoli, e che il tasso effettivo per il Comune è del 4,5 %, si 
calcoli: il termine dell 'ammortamento, il numero delle obbligazioni e il loro 
valore di emissione. 
~OTA. - In tutti questi eserCIZI SI suppone il valore di rimòorso clell'ob-
bligazione eguale al val or nominale. 
M a t e 111 a t i c a d e Il a p r e y i d e Il z a. 
CAPITOLO L 
Elementi di calcolo delle probabilità (1 ) . 
§ 1. - Principi generali. 
1. Avvenimenti certi, possibili ed impossibili. - Intorno all'av-
verarsi o meno di un avvenimento o fenomeno sono da farc' rJplJp 
distinzioni. Ve ne son di quelli il cni avverarsi ne:;sun dubl)jo il1-
genera in alcuno. 
TI sole sorge la mattin[\ e tramonta la sera, oggi co ~ì come per il i'a~­
sato, e, secondo ogni previsione, nell'avvenire; una pietra abbandonata n se 
stessa, come ha fatto per il passato, cade anche oggi e niellte fa dllbifare 
che non abbia a cadere nell'avvenire. 
Avvenimenti di tale natura si diranno certi. 
Invece, dell'avverarsi di altri avvenimenti non Si può pS:-;C'l"l, 
egualmente fiduciosi . 
C) Per questo capitolo riescono di pregevole consulta%lOlle: HllltT"ANIJ ('alm! 
des p"obabili/és, Paria, 1907); H. POI~CARB (Calculs des zn'obabilités, Pari s, lfJl2); 
E. BOREL (Tlzéo1'ie de la probabilité, Paria, 1909); CZI7JWIt (Wahrsclteinlirh/,:rits-
rechllllnq und ih"e AnwendullJ, Leipzig, 1903); BLASCHKE (J 'ol'/eRll>'fjfll iibe,' 
mathematische Statistik, Berlin, 1906), ecc. 
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Chi giuoca non e sicuro di vincere; chi imprende un lungo viaggio non 
sa nascondersi un qualche dubbio sull 'arrivo a destinazione; chi si presenta 
ael un etiame non è ben certo di essere promosso, ecc. 
Avvenimenti di questa natlU'a si diranno ince1·ti o aleatori o, 
meglio, possibili. 
Altri fenomeni poi son tali che nessun dubbio determinano sul 
loro non avverarsi. 
La morte, nei riguardi dell 'individuo, è un fenomeno deEnitivo: nessun 
morto risuscita. Essendo la maternità una caratteristica del sesso femminile, 
si può concludere : nessun uomo ha partorito e, con tutta presunzione, par· 
torirà nello avven ire. 
Avvenimenti di tale natlU'a si diranno impossibili. Essì sono 
inversi dei fenomeni certi. 
Molti fenomeni, infìne, a seconda dèl punto di vista da cui si 
guardano, possono rientrare nell'una o nell' altra di queste schema-
tiche categorie. 
È ben ce1·to che ognuno di noi morrà; è possibile che nessuno di noi 
muoia prima eli cinque anni; è impossibile che muoia fra 1000 anni. 
2. Grado ed ugual grallo di possibilità dei fenomeni. - Dei 
fenomeni possibili lo stesso buon senso fornisce, molte volte, una 
mislU'a empirica del loro gr·ado di possibilità. Alcuni si giuch-
chm'anno più possibili o facili, altri meno possibili o difficili. 
Il confine superiore del grado di possibilità dei fenomeni è la 
certezza; il confine inferiOTe la impossibilità. Si potrebbe dire, 
pertanto, che tutti i fenomeni sono possibili, comprendendovi, 
come casi estremi, i fenomeni certi e quelli impossibili. 
Di due fenomeni, dei quali niente indu ce a ritenere l'uno più o 
meno possibile dell'altro, si dirà che presentano ugual grado di 
possibilità o che sono 'lwualmente possibili. Questa uguaglianza 
non è da attendersi, in generale, rigorosa, ma soltanto approssi -
mata. Ciò malgrado, non sempre è agevole giudicare sull' egua-
glianza di possibilità dei fenomeni. Il gi·udizio può dipendere sia 
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dalle particolari tendenze per onali di colui che lo formula, t' 
,lllol'a è subiettivo; sia clall pn,l't.icolari modali L,l del CenoIllcno, n 
allora è obiettivo. Nel primo caso non si può costruire R\1 di C~S() 
una teoria scientifica. 
Per alcuni fenomeni, il giudizio obiettivo di . cendo immediato 
dalle medesime loro premesse eli fatto. E o in tnl caso può <1 i 1":-; i 
(lssolzdo, e i fenomeni si pos ono dire Zlll1U/lmellte possibili III 
senso assoluto o Tipetizione identica l'uno degli altri. 
~on v'è nessuna ragione obieiLiva che, estmendo n. ca o una sch"lla da 
un'urna che ne cont.enga 90 ugupJi, e ciascnn:1 con un numero d:1 l :1 HO, 
faccia attendere un l1umero piuttosto che un :1llro. Le snrl'essivc C'. h'uzioni 
.]ell'llrna, quante volte ogni numero estratto si rimetLa denlro, s'idel1tincuno 
,.gli effetti della possibilità, rappresentano, cioè, la 1"ipeti7.iol1e identica eli 
un'estrazione o anche avvenimenti ugualmente possibi']j il1 senso assollito. 
Se una medesima per.ona gètta in aria parecchie volle, a caso, Uili' 
moneta, non contorta nè corrosa, niente di positivo può farci attellllere C'he 
la moneta, cadendo, presenti n'oce piuttosto che pila. È ugualmente l'os~i­
bile, e in senso assoluto, rUllo o 1'<1,11,1'0 avvenimento in una serie di {"olpi 
costituenti una ripetizione identica del primo. 
Di altri fenomeni, invece, non si può giudicarp clp]l'ognaglianza 
di possibilità dalle sole loro promesse di fatto, mn ooronono n llri 
raffronti complementari; sono necessarie restrizioni, limi(nziol1i 
o altro. 
In tal caso la, obieLtività del giudizio è soltanto pondiziolHtta o 
relativa, e i fenomeni si potranno dire ugualmenfe possibili iII 
senso Telativo o anche affili i, simili o omol;enei. 
Di due persone di 30 anni, non si può dire, senz'altro, che sin p!"r loro 
ugualmente possibile vivere fl,ltri lO anni, chè i due coelanei non rappre· 
sentano due fenomeni identici o l'uno ripetizione identica dell'alLro. Ma 
quando avremo constatato cbe entrambi godono di oHinla salute, che i loro 
organismi sono ugualmente sani, che essi conducono mellesimo tenore di 
vita, ecc., potremo pfl,ssar sopra acl alLre meno sensibili differenze I"he fra. 
loro rimangono, e giudicarli simili, omogenei e, quilldi, egualmenf.e possibili 
agli effetti della sopravvivenza. La relatività del giudizio è evidente. 
3. Probabilità. - Il calcolo delle pro{;rtbilitrl Pl'PSUPllOnp ('0111-
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piuta la indagine sulla eguaglianza di possibilità assoluta o rela-
tiva di ogni ripetizione dei fenomeni di cui si occupa. 
Dicesi p1"Obabilità di un avvenimento la, razionale valutazione 
quantitativa del grado di possibilità dell' avvenimento stesso . 
..0\110 stesso modo come per giudicare più o meno facile o difn-
cile un avvenimento ci riferiamo, di proposito o inconsciamente, a 
quante ]Jiù osservazioni ci è possibile, per stabilire un raffronto 
fra quelle in cui l'avvenimento s'è verincato e le altre, cosi, per 
la misura della probabilità dell'avvenimento faremo il rapporto del 
numero delle volte in cui l 'avvenimento s'è presentato al totale 
delle osservazioni fatte slùl' avvenimento stesso, purchè queste 
osservazioni possano considerarsi tutte come ripetizioni identiche 
o simili di una eli esse. Ed è ovvio che, quanto maggiore è il nu-
mero delle osservazioni su cui fondiamo il giudizio, tantò mag-
giore ne sarà l'attendibilità. 
La probabilità pertanto è suscettibile di misurazioni diverse, 
secondo il numero delle osservazioni su cui si basa. E poichè la 
probabilita non può che essere una, così queste misurazioni n8 
rappresentano l 'unico valore, affette però tutte da un qualche er-
rore, in più o in meno. L'errore relativo è tanto più lJiccolo quanto 
maggiore è il numero delle osservazioni. 
Per altro, quando l'uguaglianza di possibilità delle osservazioni 
è assoluta, cioè queste sono ripetizioni identich e l 'una dell'altra, 
la probabilità è suscettibile d'una misurazione indipendente dalle 
osservazioni fatte, ma derivata soltanto dalle premesse del fe-
nomeno. 
Invero, nel giuoco di pila e c?·oce ad ogni colpo vi sono due casi ugual· 
mente possibili: o che si ahbia croce o che si abbia pila. La probabilitll 
'che venga pila è, dunque, un rapporto i cui termini debbono stare come 
1 a 2. La ripetizione, in numero qualsiasi, dei colpi, se identica, non può 
alterare il rapporto. Se si fanno 1000 colpi è da attendersi che si abbia 
500 volte pila; ogm differenza dal rapporto 
500 1 
1000 = 2" 
che, eventualmente, si riscontrerà è e?TO?'e d'osservazione. 
15 
Così, per stabilire la probabilità t;he, e'traendo ulla ' cheda dnll"uma che 
ne contiene 90 eguali e numerare da 1 a 90, si trovi, pel' es., il IItlmern LO, 
non occorre fare estrazioni. Basta notare che le estrazioni sono ripetizioni 
identiche runa dell'altra, che di ca i ugualmente po. sibili in senso assoluto 
l'urna ne forni ce 90, che di essi uno solo l'i ponde [Il numero 10: Re ne 
inferisce allora che la probabilità di estrarre il numero -lO è un l':1pporto 
i cui termini debbono stare come 1 il 90. B allora, se si fnnl1o, per ('s., 
.5,*00 estrazioni successive, rimettendo ogni volta nell'urna hl r'heda l'st l'a tttl, 
è da attendersi cbe il numero 40 venga fuori 60 volte, en,ì dw 
60 1 
5,*00 90 
ogni eventuale differenza da questa misura sarà errorI' di ossf'rl'o;:;iolle. 
La misura della probabilità, dedotta dalle sole premesRe drl fe-
nomeno, uol chiamarsi p1'obalJ7Zità a pTioTl' o ma/ell1atica; qnpll:t 
dedotta drt un grande numero di osservazioni simili del frll0ll1r110 
dicesi }J1'obabilità a posteTi01'i o statistica. Qneslrt è un valore 
approssimato di quella, ed è la sola di cui dobbiamo acconlC'l1htrei, 
quando il calcolo dell'altra non sirt possibile. 
4:. Probabilità favorevole e probabilità contraria. - Se, nel to-
tale numero s di osservazioni identicbe o simili, si consl.,rtLrt chr il 
fenomeno in esame 11 volte si è verificato e s - n non si Ù Vf'l'i-
hcato, si dirà 11 il nnmero dei casi (avoTevol i eel s - 11 il numoro 
dei casi cont1·a7"i. E il grado eli po,;sibilità, cioè la, J!l'ol.mùilitù dnl fe-
nomeno, sarà misurato dal rapporto 11 elei cltsi favorevoli 11- alla, 
s 
totalità s elei casi osservati. 
È da notare che, una volta stabilita l'uguaglianza di posi'ihiliLà 
assoluta o relativa delle osservazioni, esula d,tUa misura del I éI pro-
babilità matematica ogni elemento subiettivo; tale misum disC'onde 
soltanto dalla semplice osservazione quantitativa dci fenolTlpni. 
Poichè il rapporto !!:.. misura la probabilità o ad n = O corri-
s 
sponde l'impossibilità, diremo che o,qni fenomeno i11ljJossi/;ile 1m 
p7"obaùiZità nulla e vicever;;a; cosÌ siccome ad n = s corrispondo, 
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come s'è visto, la certezza, diremo che o,qni fenomeno certo ha 
probabilità 1 e viceversa, 
Essendo n - s i casi contrari all'avverarsi dell'avvenimento, la 
probabilità che l 'avvenimento non si avveri sarà 
-l'-n 
Si suoI dire che, e 
n p= -
s 
è la probabilità di un avvenimento, è 
s-n q=---
s 
la probabilità dell'avvenimento contrario, 
È pOl 
(1) n s-n P +IJ= s + - s- =l , 
cioè: la somma delle p1'obabilità di due avvenimenti cont1'a1'i è 
l'unità, E, invero, è ben certo che l'uno o l'altro dei due fenomeni 
si avvererà, 
,'i. Probabilità elementari, - Si considerino due avvenimenti, che 
indichiamo per brevità con Ai ed A 2 , e supponiamo di averne mi-
smata la probabilità Pl che si verifichi Ai e la probabilità P2 che 
si verifichi A 2, Vogliamo calcolare il valore della probabilità p che 
l' uno o l'alt1,o dei due avvenimenti si verifichi e il valore della 
probabilità P1 2 che si verifichino entTambi, 
Fatte 8 osservazioni, supponiamo di aver trovato che 
in 8 1 osservazioni SI sia presentato Ai e non A2 
" 
8 2 " " A 2 " Al 
" 
83 " S1 siano presentati entrambi 
.. S4 non si sia presentato ness uno, 
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È, per ipotesi, 
I casi in cui si ò presentato AI sono " + S:J e i casi in t'Ul si è 
presentato A 2 sono S2 + S3; dev'essere perciò, per la c1efinizioJ1l' (1i 
probabilità : 
(2) 
(3) 
essendo s la totalità dei casi possibili. 
I casi in cui si verifica almeno uno lei due avveni monti ";OllO 
s, + S2 + S:J ' perciò la probabilità richiesta]l 'arà 
(4) SI +8.) +SJ 2)= ------~ s' 
e COSÌ, per la probabilità che si verifichino entrambi, avremo 
(5) ) _ 8 3 112 - S ' 
essendo per ipotesi S3 i casi in cui si presentano enlramhi gli :1\'-
venimenti. 
6. Teorema delle probabilità totali . - Ammettiamo adesso cbe 
due avvenimenti siano incompatibili, cioè che non sia possibilI" 
il loro co verificarsi. Dovrà essere 
8 2 =0 e quindi PI2=O; 
allora le (2), (3) e ('*) si riduéono l'i pettivamente a 
Sl+ ·~ . 
1i = S ' 
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epperò se ne in ferisce : 
(6) 
cioè: se due avvenimenti sono incompatibili, La jJ?'obabilitò che 
si verifichi uno di essi è eg'LwZe aZZa somma delle proba,bilità ele-
menta?-i di CiClSCll1W. 
È questo il teorema delle pTobabilitcì totali. 
Il teorema è valido anche se gli avvenimenti escludentisi sono 
in numero maggiore di due. 
ESEMPIO. - Due persone A e B giuocano a pila e croce ed A vince se 
fa pila due volte su tre ovvel'O tre su cinque. Si calcoli la probabilità di 
vil/GÌt(t del gillocatore A) supponendo che al primo colpo abbia fatto C1·oce. 
Si indichi croce con c e pila con p. Se A ba fatto croce al primo colpo, 
i casi possibili, per i primi tre colpi, sono 
cp c cp p c cp. c c c 
dei quali è favorevole soltanto il secondo: sicchè la probabilità che A, nelle 
1 
condizioni del problema, faccia due volte pila su tre è ""4 . 
Se non fa due volte pila, A può tirare altri due colpi, purchè abbia 
fatto una volta pila, altrimenti è inutile che prosegua. I casi possibili dal 
quarto al quinto colpo sono quattro, cioè 
pc pp ep cc, 
ciascuno dei quali può combinarsi col caso p o col caso c, per il terzo colpo; 
si banno così gli otto casi 
ppc 
cpc 
ppp 
cpp 
p c c 
c c c . 
I primi quattro di questi gruppi non possono combinarsi cbe col caso c 
del secondo colpo, percbè il caso p di tale colpo è già stato considerato; 
gli altri quattro gruppi possono considerarsi tanto assieme al caso p come 
al caso c del secondo colpo; si hanno in tutto allora i seguenti dodici casi 
possibili: 
cpp c epPll C1JCP ep c c 
pepe pcpp pecp l) c c c 
c ep c c ep p cecp c c c c, 
INsoLERA, Elem. di 1I1atematica, ecc. 11 
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dei quali son favorevoli il secondo della prima linea. e il secondo della se-
conda. Sicchè la probabilità di far t.re volte pila. u cinque colpi, quando A 
non abbia fatto due volte pila su tre, è ~2 = ~ . 
E siccome l'uno evento esclude l'alt ro, così la probabilità che o l'uno o 
l'altro si avveri, e quindi A vil1Ga, è 
7 . .A. vvenimenti indipendenti. - Due avveniment1 Al e A~ si 
definiscono indipendenti se la probabilità dell'uno, prima. che 
l'altro si verifichi, rimane invariata per il fatto che l'altro .i sia 
verificato. Se 'P/ è la probabilità di Al, prima che Az si vorifichi, 
quando ci si riferisca allo schema del n. 5, i ca.si po ibili essendo 
SI + S4 e quelli f avorevoli Si' sarà: 
e se p/, è la probabilità di Al, dopo che Az SI sia verificato, 
casi possibili essendo S2 + S3 e i casi favorevoli Sa, sarà: 
La definizione di indipendenza dei due avvenimenti Ai e Az Ò 
compresa nella eguaglianza: 
(7) 
8. Primo teorema delle probabilità composte. - Si può dimo-
SLrare adesso il teorema della probabilità composta di avveni-
menti indipendenti: 
La probaùilità del coverifica1'si di due avvenimenti indipen-
denti è uguale al prodotto delle loro p1'Obabifitò elementari. 
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Re i due avvenime.nti AJ e Az, di probabilità elementare Pi e p .1. 
rispettivamente, sono indipendenti, sussisterà la relazione (7), che 
possiamo scrivere: 
ovvero, moltiplicanc1o ambo i membri per S = Si + Sz + S 3 + S4 , 
ovvero, per la relazione precedente, 
o, infine, moltiplicando ambo i membri per SI e dividendo per S2: 
!:1.. _ SI + 83 82 + S3 
S - S S 
cioè, per le (2), (3) e (4): 
(8) c. v. cl. 
E SEMPIO. Un'urna contenga 15 palle di eguali dimensioni, delle quali 6 
siano bianche e le altre nere. Si calcoli la probabilità di ave1'e due volte 
palla bianca estraendo t1"e volte una palla dall'u1'na, dopo averla rimessa 
dent1"o ogni volta. 
La probabilità che in una estrazione si abbia palla bianca è, ovviamente, 
6 2 
15 .5 ' 
la probabilità contraria sarà, perciò: 
2 3 
1- S = S' 
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Le tre estrazioni sono indipendenti, cbè l'una non influenza l'altra. Si 
può avere palla bianca in tre modi distinti: o nelle prime due estrazioni. o 
nella prima e terza, o nella seconda e terza i epperò le probabilità l'i pettive, 
per il teorema delle probabili til composte eli avvenimenti indipendenti, ono: 
223 2 3 2 3 2 2 
5 5 5 '5 ' 5 5 
. e, per il teorema della probabilitil totale, la probabilitì\ richiesta sara 
,, 12 36 
ù 12,,) = 125 . 
9. Secondo teorema delle probabilità oomposto. - Si fac:cia 
adesso la ipotesi che i due avvenimenti A j ed Az non sinno indi-
pendenti. Si ricordi, allora, che la probabilità. del verificarsi di AI, 
dopo che A2 SI sia verificato, è 
(9) ) " _ ,1;3 l t - ,. + 8' , 
"2 • :\ 
e i noti che il prodoUo della (9) per la (3) C:1 diI 
)J/',P2 = s~ +S3 8" ,1;3 S 8 2 + 83 .\' , 
cioè, per la (5), 
(lO) 
Analogamente, LJer la probabilità del verificar::;i di Az, dOlJO 
che AI si sia verificato, si trova 
(11) 83 J~2" = Sj + 83 ' 
l" il prodotto della (11) per la (2) Cl dà 
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cioè, per la (5), 
Le relazioni (10) e (12) ci esprimono il teorema delle probabi-
lità composte, nel caso di avvenimen ti dilJendenti; e cioè: la jJ1'O-
bnbilitd del coverificarsi di d~te avvenimenti dipendenti è uguale 
al prodotto della probabilità elementw'e di uno di essi pm' la 
probabilità del ve1'ificarsi dell'altTO, quando l'u,no si sia ve1'i-
(icato, 
Per esempio: La probabilità che, da un giuoco di 40 carte estraendone 
due, si abbiano due re è uguale al prodotto della prob~bilità che una carta 
sia un re, cioè io' perchè 4 sono i re in 40 carte, per la probabilità che, 
3 • 
essendo la prima carta un re anche la seconda lo sia, cioè 39 ' La probabi-
lità composta risulta, dunque, pari a 
± 3 l 
4O X sg=1O 
lO. Speranza matematica. - Se un giuocatore, per le condi-
zioni del giuoco cui prende parte, ha la probabilità p di vincere 
una somma s, si definisce spe1'anza matematica eli quel giuocatore 
il prodotto sp della posta complessiva per la relativa probabilità. 
In altre parole, si suoI dare il nome di speranza matematica ad 
una valutazione quantitativa della speranza del giuocatore, sulla 
base della probabilità, insita nel giuoco, e della somma stabilita per 
la vincita. Si vedrà più in là che tale prodotto sp può anche chia-
marsi il valoTe jJTobabile della vincita s, 
L'introduzione della nozione di speranza m atematica è utile e 
comoda nel calcolo delle probabilità, per una proprietà di cui le 
'probabilità non sempre godono e che, invece, è caratteristica della 
speranza matematica, cioè : la speranza matematica totale rela-
tiva a più avvenimenti, compatibili o meno, è sempre ug1wle 
alla somma delle speranze matematiche parziali corr'ispondenti 
{f ciascun avvenimento. 
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Infatti siano due avvenimenti Al e A~ di l)l·obabiliLil PI e p~. 
Se i due avvenimenti si escludono, la probabilità dell' avvcrnr~i 
di uno di essi sappiamo e sere p = PI + p~. E allora se l"avn·-
l'arsi di A" oppure di A 2 , fa vincere una lira, la _ pranza matt'-
matica relativa della vincita è PI + p,. 
Se i due avvenimenti possono coverifì.carsi insiemo e per ognuno 
di es i la vincita è di una lira, PI a,l'à sempre la speranza mate-
matica relativa ad AI e P2 quella relativa ad A2 , icchè anellO i n 
tal caso la speranza matematica totale non può non essere PI + Pt , 
sebbene tale somma non sia piLÌ. assimilabile alla probabilii.à p, 
prima considerata. 
Un giuoco ·i dice equo se le speranze matematiche clr:i gilloea-
tori sono uguali. 
11. P roblema della" poule n. - Applichiamo la nozione di speranza 
matematica al problema della poule. 
Tre persone A, B, C giuocano alle seguenti condizioni: lo, prima parti!:t 
è svolta ha A e B i la seconda partita fra C e quello dei due che ha vinto 
la prima, e così via di seguito in maniera che il perdente cede il turno <l 
quello che l'ha già ceduto nella partita precedente. Quello dei tre giuocatori 
che vince due partite consecutive incassa una somma S. Calcolare la speram:a 
matematica dei tre giuocatori A, B, C al principio del giuoco. 
I 
La probabilità di vincere ogni partita è "2. Indichiamo con G", G", G,. 
le speranze matematiche dei tre giLlOcatori dopo lfL prima partita, nella ipo· 
tesi che questa sia stata vinta .da A. Per il calcolo dell'effettivo valore 
di Ga , osserviamo che A, nella seconda partita (giuocata COI1 C), può vino 
cere o perderei se vince questa partita, ha vinto il giuoco: per 1al riguardo 
l S d·· a speranza malematica è "2 i se perde la secon a partita, A 51 velTa t\ tro· 
vare nelle ste~se condizioni in cui si trova B dopo la prima partita, p sir--
1 . l. 
come lo, probabilità di perdere è "2' così la speranza matematICa ( l A, ]!f'r 
questa seconda ipotesi, sarebbe ~ . La speranza matematica totallè di A 
dopo lo, prima partita è, perciò, 
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Relativamente a B si noti che, dopo 11\ prima partita, se perduta da B, 
questi si viene a tI'ovare, durante la seconda partita, nelle stesse condi-
zioni in eui si trovava C, durante la prima partita; e siccome la pro ba-
1 
bilità che B perda è 2' così 1ft speranza matematica di B, dopo la 
. . ()e 
pruna parti ta, è 2' 
Invece C, dopo la prima partita, entrando nel giuoco, si viene a trovare 
nelle stesse condizioni iniziali di A: epperò, se A perde la seconda partita, 
{J si verrà a trovare nelle stesse condizioni di A dopo aver vinto la prima: 
1 
e siccome la probabilità che C vinca la seconda pftrtita è 2"' cosi la sua spe-
() 
ranza matematica, dopo la prima partita, è -!f . 
Si ha, pertanto, da risolvere il seguente sistema di tre equazioni lineari 
nelle tre incogni te () a ' () b, () c : 
Dalla risoluzione si ricava poi: 
Per passare dalle speranze matematiche, dopo la prima partita, alle spe-
ranze matematiche Sa Sb Se al principio del giuoco, osserviamo che il giuo-
catore C prima e dopo la prima partita si trova nelle medesime condizioni 
rispetto al giuoco, perciò 
Si noti anche che le speranze matematiche ini7.iali dei due giuocatori A 
e B debbono essere uguali, perchè essi si trovano in condizioni identiche. Di 
più, 13ssendo ()" la speranza matematica di A dopo la prima partita, nell 'ipotesi 
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che l'abbia vinta, ed essendo ~ la probabilità di que ta "incita, In spe!'llnza 
matematica di A ~11 principio della prima partita dev'es ere i' ,]l!'l' il fatto 
che può vincerla, e, per il fatto che può perderla, dev'essere ~~, j1cl'chp, 
ljuando A perda la prima parti ta, si potrà ripetere per A tut to il rngio-
nalUento precedentemente fatt,o per B. In conclusione dovnì eo ere: 
0 " + ab (.j. + l) S :) S 
S" = Sb = :.! = 14 14 = 14 . 
Le tre speranze matematiche cercate sono dunque: 
5 $b="M S, 
'e la vincita é di 70 lire, bisognerebbe, per equj(it di giuoco, che la 
posta dei primi due giuocatori fosse, per ciascuno) di ]5-! X 70 = L. 3:; e per 
il terzo di 1~ X 70 = L. 20. 
ESERcrzr 
1. Di due ume, una contiene n, palle bianche e 11/, palle rossf', l 'altl'l1llz 
palle bianche ed 1n2 palle l'O se. A. quale condizione debbono soddisfare j 
numeri n" m" n 2 , Inz affinché la e~trazione di palla bialH:a ahbia ugllal 
grado di possibilità nelle dne urne'? 
2. Nelle ipotesi dell'esercizio precedente, si calcoli la pl'obabilitu C'lIe, 
estratta da un'urna a caso una palla, essa risulti biaJlca, quando 1'r.sLnLzione 
di palla bianca sia ugualmente possibile nelle due ume, e anche quando 
tale condizione non sia soddisfatta. 
3. Ql1al'é la probabilItà di viucere UIJ ambo, un temo, una 'Juatf'l'IIlI, una 
cinquina in un giuoco di 90 numeri'~ 
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4. In un giuoco equo (probabilità di vincere = -~- per ciascuno dei due 
giuocatori), vi è maggiore probabilità di vincere 4 partite su 7 ovvero 6 
>iU IO? 
5. Un'urna contiene Il palle, di cui Il! bianche, nz rosse, n3 verdi: quale 
è la probabilità che, estraendo contemporaneamente tre palle dall 'urna, esse 
siauo una bianca, una rossa e una verde'? 
6. Due persone A e B hanllo fatto 5 partite di un giuoco equo, delle 
(~ uali 3 sono state vinte da A e 2 da B. Vin ce definitivamente la posta 8 
del giuoco chi su lO partite ne vince aLTl eno 6. Si calcoli la speranza ma-
tematica dei due giuocatori al principio dell a 6" partita. 
§ 2. - Teoria delle prove ripetute. 
12. Probabilità di Citsi favorevoli in n prove. - Con riferi-
mento a fenomeni dei quali sia possibile la misura della probabi-
lità a pri01"i e nella ipotesi che questa si mantenga invariata in 
ogni ripetizione identica del fenomeno, vogliamo stabilire l'intimo 
nesso intercedente fra la misura a p1'io-ri e le possibili misure a po-
steriori della probabilità. Daremo così un cenno della te01"ia delle 
prove Tipetute. 
Si abbia una successione di n ripetizioni ident iche o prove di 
un fenomeno, la cui probabilità a p1"ioTi in ogni prova sia p . In-
dichiamo con q la probabilità dell 'evento contrario, siccbè sarà 
p+ q =1. 
L a probabilità che il fenomeno si presenti nell e prime s prove 
sarà p ', mentre q"-S sarà l a probabilità che, nell e r imanenti espe-
rienze, si presenti l 'evento contrario. In generale, se le prove favo-
revoli fossero altre s, scelte in un dato ordine nel totale numero 
delle prove, la probabilità corrispondente sarebbe sempre p ' , così 
come le rimanenti prove darebbero una probabilità q" - " che in 
esse si abbia l'evento contr ario. Ma, per il teorema delle probabi-
li tà composte, la probabilità che s prove, in un dato ordine, siano 
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favorevoli, e le rimanenti n - s siano contrarie, , arù il prodotto 
delle l'i pettive probabilità, cioè: 
E siccome le n prove posiamo distribuire in tanti gTuPLli ' epu-
rati, ciascuno di s prove, e quindi in altrettn.llti gruppi eli 1/ - .<; 
prove, quante sono le combinazioni s ad s di n elementi. l'O i , quando 
non si tenga conto dell'ordine e si chieda, lo. probabil i [lÌ t'he 
in s prove delle n totali si abbia l'evento, per il teorema delle 
probabilità totali , questa probabilità sarà espressa da 
(13) u, =(~) 1)' qn-,. 
Ma l'espressione (13) è il termine di posto (8 + l )esimo nello ." VI-
luppo del binomio (p + q)n, da noi studiato (P. I, Oap. II), sicchè 
si conclude che i successivi termini clello sviluppo 
(p + g)n = t, (~~ ) )i' gli • = 1 
Il 
rappresentano le probabilità che, in n osservazioni, l'avvenimento 
di probabilit.à p si avveri rispettivamente O, 1,2,3 ... , n-l, n volLe 
e l'avvenimento contrario, di probabilità q, si avveri n, n- 1 ... 3, 2,1, O 
rispettivamente. 
13. Valore più probabile. - Si domanda adesso: fra le prol>abi-
litù, rappresentate dai termini dello sviluppo di (p + q)" ve n'è 
una maggiore di tutte, e quale? 
Basta, evidentemente, dimostrare che vi è un termine dello svi-
luppo maggiore di ogni alt.ro termine: fluello darà la misura (le·lla, 
probabilità cercata. 
A tal :fine osserviamo che, se 'tt, e U.+l sono ùue successi vi t 81'-
mini dello sviluppo, se(;undo che n.+! ~ u" sarù 
ma 
ovvero 
perciò dovrà essere 
o anche 
e siccome 
così si conclude 
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n! 
(s + l )! (n - s - l )! P 
n! 
n-s 1~ 
>1 
s +l Ci < , 
s!(n-s)!q 
np ;;:: s (p + q) + q, 
s ::; np - q. 
Dunque: nnchè s, che può variare per valori interi da O ad n, 
si mantiene inferiore ad 11,p - q, i termini dello sviluppo sono cre-
scenti; quando invece s acquista valori maggiori di 11,p - q, i ter-
mini dello sviluppo saranno decrescenti. 
In particolare, se il valore s = np - q fosse un numero intero, 
ne verrebbe, di conseguenza : 
cioè vi sarebbero nello sviluppo due termini consecutivi uguali, 
maggiori di tutti i termini precedenti e successivi. Ad essi corri-
spondono i due valori s' ed s" eli s 
(1.J:) s' = np-fJ 
s" = np - fJ + 1 = 11,p + p, 
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per entrambi i quali si ha la maggiore pl'obabilitù misurata cl" 
quei clue termini uguali, cioè: 
Se, invece, np - q è frazionario, sarà frazionario anche IIp + p, 
che da quello differisce l)er una unità; ma, all ora fra lju8sli dllO 
valori frazionari sarà compreso un valore eel uno solo di s, a cui 
corrisponde un termine che è ultimo dei termini crc conti e primo 
di quelli decrescenti. 
Pertanto il termine cercato, misuri\. della maggiore vrobnhilil:\ 
fra quelle rappresentate dai termini dello svi luppo, è clt:dì.nit.o clnl 
valore di s della limitazione 
(15) n}J - fJ < .\" < n)J +)i. 
Il valore di s definito, in generale, dalla limitttzione (15) c, in 
particolare, dai due valori (H), quel valore, cioB, che con maggior 
lJrobabilità indica il numero delle volte che in 11 prove si ,'('ri-
fichi l'avvenimento di probabilità elementare jJ, clic8si IJ%re JJilì 
probabile del numero s. 
Dividendo t utta la limitaz ione (15) per li si hn. poi 
(15') f[ S jJ ])- - < - <J)+ -
n n n' 
cioè il l'apporto del valore più vrobabile elel numero delle prove 
favorevoli al totale delle prove, rimane sicurament.e COIDprpso l'l'n. 
1 1 p- e Ji+ n> n 
perchè 
1 jJ 1 fj 
> n e > n n n 
E allora, quando n è molto grande, il rapporto .!!...- differiscI' eia }J 
li 
per una tlUantità molto piccola. 
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Si conclude: il 7'apporto del val07'e più p7'obabile del nwne1'O 
delle prove in citi l'avvenimento si presenta cd totale nwnero 
delle prove, tende al valore p della probabilità a priori dell' av-
venilnento stesso col crescere del nnmero delle p7'ove, 
In altre parole, le misure della probabilità a posteriori, quando 
il numero delle prove aumenta, tendono al valore della probabi-
lità a priori, È ovvio, pertanto, che, al limite per n = Cl), le due 
probabilità coincidano. 
14. Valori probabili, - Si definisce vaZ07'e p7"Obabile x di una 
grandezza ignota, di cui si conoscano particolari valori XI' X 2 • . , Xn 
di probabilità PI, Pz' , , P .. , la somma dei prodotti dei singoli va-
lori per le rispettive probabilità, cioè 
(161 
n 
;r = 1:., re.,lI, ' 
l 
Si può dire, pertanto, X la speranza mcdematica eli quella 
grandezza, 
Si vuole calcolare il valore probabile del numero s delle prove 
in cui può presentarsi l'avvenimento di probabilità costantè p in n 
prove, Poichè il numero s può assumere i valori .0, 1, 2, 3 .. . n-I, n, 
le cui ]Jrobabilità rispettive sappiamo essere '/.to, '/.tf) '/.t2, U" .. . Un-l, '/.tn, 
il valore probabile di s sara 
che si può scrivere 
.. 
1:., su" 
o 
n n! ~ s 2)' qn-" ~, s! (n - s)! 
ovvero, mettendo in evidenza l'ultimo fattore di n! e un fattore 
di p' ed eliminando s, comune al numeratore e al denominatore, 
~ __ (n - 1)_! -1).-l qn-.. 1 
.i..Js (8-1)! (n-8)! ,n), 
o 
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o anche, mettendo np, che non dipende da s, fuori il segno ~, 
cioè 
n 
np ~,u,_l , 
O 
e siccome p + q = l, così si conclude : 
" (17) ~,su,=n)J . 
" 
Dunque: il valore p?'obabile del numero eli prove lIelle quali 
si avvera l'avvenimento di proùabilità a prioù p, cosi (('I/fe in 
ogni p?"ova, è 'ttgLtale al p?"odotto del nnmero Il delle prove per 
la probabilità p. 
Vogliamo adesso vedere qual è il valore probabile dolla, c1iffo-
renza fra il valore osservato S e quello atteso np dal calcolo, cioè di 
ll=s-nlJ, 
differenza che si suoI chiamare SCa1·to o en'ore o scoslamellto as-
soluto. 
Osserviamo che, essendo il valore probabile eli h ugun,]e, per 
la (17), a 
sarà 
ma s' è visto che 
perciò 
» 
~.lt'U, 
o 
" JI l' 
~,ku, = ~,su, -- np~, 'tt
" o o o 
n 
~,u,=l, 
• 
n 
:E, su, == n)J, 
O 
i , ltu=np-np=O 
o 
cioè: il valore pmbabile dello scano è nuLLo. 
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Calcoliamo, infine, il valore probabile del quadrato h 2 dello 
scarto, cioè, per la (16) : 
" 1;, h2 'L6,. 
o 
È 
perciò 
ovvero, per quanto s'è precedentemente eletto, 
" " ~,7z2tt, = 1;, S2u., - n21)2 . 
o o 
Ma s'è visto essere 
quindi 
ovvero 
perciò 
n fl u 
~, S2 'U, = np 1;, (s - 1) 'U'-l + np 1;, 'Us-l , 
O O O 
e siccome, per quanto s'è precedentemente osservato, è 
n 
~s (s - 1) 'U'-l = (n -1) p, 
o 
n 
~, U,-l = (p + q)n-l = 1, 
O 
cosi 
n 
1;, S2 'U, = n (n - 1)p2 + np, 
o 
o 'anche 
" 
1;, S2 '1,6, = np [1 + (n -l)p]. 
o 
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Sicchè, per il valore vroba,bile di 11 2, si ha, in definiti\"a: 
cioè 
(18) 
i , 71 2 U, = 11]) II + (n - 1) 1I1-1I~ ])~ 
o 
= nll [1 +?/ jJ -]J - ?I]J] 
= n)J (1 - ]J), 
" ~, /{t 1(., = l/jJl}. 
o 
Dunque: il valore pTobabile de7 qnadrato dello scarto è il pro-
dotto delle due p1"obabilità opposte pe1' il /ilI/nero delle provI'. 
Errore medio quadrati co . - Si definisce errore quadra! ico merl io 
la radice quadrata elel valore probabilo del quadra Lo dello >:C:ìJ'ln. 
Detto cr l'errore medio quac1ratico, sarà perciò: 
(19) 
I risultati contenuti nelle formo le (17), (18) e (19) sono di gran-
di sima importanza pratica, o eli eSHi n,vremo occa~iono di f'fLl'l' 
alcune applicazioni. 
15. Teorema di Bernou.lli. J~egge dei grandi nu.meri. - Avva-
lendoci dei precedenti 1'is111 tati, possi amo dare forma più COllcrol a 
alla relazione fra probabilità a jJ1'ioTi e probabilità (/ lJOS! eriori, 
di cui alla limitazione (15') del n. 13. 
Invero, determiniamo ln, probabilit:ì che il valor' assoluto dello 
scarto non superi un multiplo dell'errore medio quadmtiC'o, ('io," 
S1 abbia, per qualunque valore di s, 
s-nlJ :5.Àcr, 
essendo À una quantità positiva. 
Dividiamo ambo i membri della (18) per À2 cr\ tenendo ]!l'ùsr'nU, 
la (19); sarà : 
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Se ci sono degli scarti che superano ÀO", indicando con s' i va-
lori corrispondenti di s, per la somma di quei termini della (20) 
che contengono tali scarti, sarà ovviamente 
perchè non tutti gli scarti soc1disferanno a quella condizione, al-
trimenti non potrebbe sussistere la (18), Ma, per tali particolari 
valori s' di s, è 
perciò sarà, a f01tiori : 
" ' 1 
.l.is' U." < "12 ' 
Se con P indichiamo la probabilità che lo scarto non superi ÀO", 
òovrà essere 
Bpperò 
e, infine. 
(21) 
" p + l:.'us' =.E, U, = 1, 
o 
p = 1 - 1::8' Us' , 
Si conclude : La probabilità P che il V(d01'e (tssoluto dello sca1'to 
frct il numeTO S di pl"OVe favorevoli) OSSel"Vate in TI pTove} e il va-
lore pTouabile np del numel'O medesimo, non superi ~tn 1nul-
tipZo À deLl'el"rore medio quadmtico 0", è mag.r;iore di 1 - -~2 (i) , 
(i) Ci piace ricordare che questo bel teo rema è dovuto al PIZZE'~"l'I, V. I fonda' 
menti 11tatelllCttici pe1' la critica dei 1'lsultettt spe1'ime1/tali, Genova, 1891, pp. 72,73. 
I:SSOI,ERA, EleJfl. di ]J[n tematica, ecc. 12 
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Si ha dunque, con probabilità P >1- ~2 , la, limitazion .egnont 
(22) 
o anche 
(22' ) À l/PlJ 8 + À 1/ lHI p - 11 < n < jJ V-/-/' 
e si può scegliere n tanto grande che, per ogni dato valore eli À, 
il rapporto ~ differisca da p di una qualunque quantità, piccoln, 
n 
ad arbitrioo Dunque: la prooaoiliteì P che il l'alare assoll/to della 
dilfe1 0 enza s - p sia m11bore di quallinq//P ({//ol/titcì piccola a 
n 
piacere, si P'Uò 10 ende1"e prossima all'llI/ilcì qual/lo si v//ole, col 
cresce1°e indefinitamente deL numero delle p/"Olleo 
E questo, in sostanza, il teonma di Berllou7li che, gen raliz-
zato al caso di probabilità variabili in ogni prova, è conosciuto 
anche sotto il nome di legge dei g1"Cma-i 111l1Jte1°io 
ESE~[PlOo - Qual'è la ploobabilità che la probabilità a posteriori cl' 1m 
avvenimento, la cui ploobabilità a priori sia 0,04, risulti comploesCl fioa 0,03.5 
e 0,045 in 100000 prove? 
È n = 100000, 1) = 0,04 e quindi q = 1 - 0,04 = 0,960 
Essendo 
sarà 
perciò 
e, infine, 
p - À ,/ pC! = 0,035 V IL 
À 1/ prj = 0,005, 
" 
1/--10~ 
À = V 0,04 X 0,96 0,005 
l À= , __ o 
10,1536 
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Allora, per la (21), sarà 
p > 1 - 0,1536 = 0,8464 
la probabilità richiesta. 
La quantità P è una funzione di À calcolabile coi metodi delle 
Matematiche superiori. Quando sia posto v~ = 1t, tale funzione si 
suole r appresentare col simbolo e(~t) ed ha l'espressione indicata 
nella tavola seguente, in cui si sono riuniti i valori numerici di 
essa, corrispondenti a dati va10ri di u. 
Tavola dei valori 
di 
2 f" · e (u) = ,;; /-t'dt. 
I 
, 
Il e (~t) ~t e (u) u e (~t) 
0,00 0,0000000 0,65 0,6420292 1,60 0,9763484 
05 0563718 70 6778010 70 9837904 
lO 1124630 75 7111556 80 9890905 
15 
I 
1679959 80 7421010 90 9927904 
20 2227025 85 7706680 2,00 9953223 
25 2763263 90 7969082 25 9985373 
30 3286267 95 8208908 50 9995930 
35 3793819 1,00 8427008 75 9998994 
40 4283922 lO 8802050 3,00 9999779 
45 4754818 20 9103140 50 99999925691 
50 5204999 30 9340080 4,00 99999998459 
55 5633233 40 9522851 50 99999999981 
60 6038561 50 9661052 
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Nel caso dell 'esempio precedente verrebbe 
l 11= I =1,80 l 0,3072 
e, in corrispondenza, si trova nella tavola: e (1,80) = 0,9890905. 
Si ha così una probabilità molto prossima ad uno, cioè si è qnn~i certi, 
che in 10.000 prove la probabilità a posteriori risulterà compresa fra O,()~5 
e 0,045. 
1. D,t 
nel mazzo. 
mero delle 
babilità? 
ESERCIZI 
un giuoco di 40 carte si estrae una carta a caso c la si rimette 
Se ciò si ripete 150 volte, qual'è il valore più probahilfl del un-
volte in cni si presenterà un asso? e qual'è la rispettiva pro-
2. Da un'urna, contenente 90 schede numerate da 1 a 90, si esirae 
1000 volte una scheda a caso, rimettendola ogni voltn dentro . Qual't' In 
probabilità che il numero 1 sia estratto 30 volte? e quante volle, più pro-
babilmente, sarà estratto l'l'? , 
3. Se la probabilità di morire fra 40 e 41 alln i è 0,0086 e si esaminanu 
per un anno 10.000 individui in età da 40 a 41 anni, qual't' il valore 
probabile del numero dei morti nell'nnno e l'errore medio quadratico cor-
rispondente? 
4. Nelle ipotesi dell'esercizio precedente, qual 'è la probabilil à che il va-
lore assoluto dello scarto, fra il valore probabile del numero dei morti e il 
valore effettivo riscontrato, non superi IO? e qnal'è il valore assolu to dello 
scarto 1ft cui probabilità sia 0,90? 
§ 3. - Probabilità delle cause . * 
16. Generalità. - Nei due primi paragrafi di questo cajJiLolo si 
è, in ogni caso, cercato di stabilire la probabilità d'un eHetto, am-
messa l 'azione d'una determinata causa; possiamo adesso aCC811-
nare all'investigazione inversa: al calcolo, cioè, della probabilita 
d'una causa determinante un dato effetto. 
Riferendoci allo schema di due urne identiche, conten8nti \in 
diverso numero di palle di eguale dimensione e del medesimo co-
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1 ore, quando sia estratta una palla e non si sappia l'urna scelta 
ci si domanda: qual'è la probabilità che quest'urna sia, p. es., la 
prima? 
In questa domanda è il nocciolo della teoria, della quale ci limi-
tiamo a dare un breve e primordiale cenno. 
17. Teorema di Bayes. - Esista una probabilità Pi che una 
causa O" se agisce, produca un certo avvenimento; una probabi-
lità p~ che l'avvenimento stesso sia prodotto dalla causa O2 , quando 
essa, agisca; ..... una probabilità p, che l'avvenimento sia dovuto 
ad una causa O" quando questa abbia agito. Indichiamo con Wi' 
W 2 , . •• w, le probabilità che rispettivamente le cause Oi' O2 , . .• O, 
agIscano. 
L'avvenimento si suppone in ogni caso dovuto all'azione di una 
sola causa. 
La probabilità che la causa Oi agisca essendo W i , e la probabi-
lità che l'azione di Oi produca l'avvenimento essendo Pi, la pro-
babilità che l'avvenimento stesso sia dovuto alla causa Oi sarà, per 
il teorema delle probabilità composte, 
La probabilità che l'avvenimento sia dovuto ad una delle s cause 
è poi, pel teorema delle probabilità totali, 
epperò, se x è la probabilità che, una volta l'avvenimento verifi-
catosi, esso sia dovuto alla causa Oi' per il teorema delle proba-
bilità composte, sarà 
la probabilità che la causa Oi agisca e produca l'avvenimento. 
Ma questa probabilità abbiamo visto essere espressa anche da 
WiPi, perciò dev'essere: 
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da Cul SI ncava 
(51) r: - _ Wi l J, _ .. - ~ . 
~i W; Pi 
l 
Quest'espressione prende il nome di f01"lIlola di Ba,ljes, da quegli 
che pel primo l'ha data. 
E SEblPIO: Si considerino due cla . . i A e B, rUnR di (/ + b + (' allit'vi, 
l'altra di m + n + p allievi. E siano nelle due classi: (/ e 11/ rispettiva· 
mente gli allievi migliori, b e n i mediocri, c e p gli scadenti . Qual"p la 
probabilità che, esaminando due allievi a caso uno per classe, il migliore 
di essi appartenga all a classe A'r 
Osserviamo che il numero dell e combinazioni due a due degli alli evi, 
uno di una classe e uno dell 'alLra, nelle quali quello clelia classE' A è mi-
gliore, è 
a(n + p) + bPi 
il numero delle combinazioni nelle quali i due allievi appartengono al me· 
desimo gruppo, è 
aln + bn+ cp, 
e, finalmente, il numero delle combinazioni nelle quali l'allievo clelIa seconda 
classe è migliore, è 
m(b + c) + ne. 
I casi possibili sono dunque in tutto : 
a (n + p) + bp + In (b + c) + n(" + Wl! + bn + elJ = 
= a (m + 11 + p) + b (In + n + p) + c (m + + n + p) = 
= (n + b + c) (m + n + p), 
come era da attendersi. 
Allora la probal)ilità a p,"iori che un allievo sia della classe A p 
a+b+c 
a+b+ c+1n+n+p' 
e la probabilità che esso sia migliore dell'altro p 
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nello stesso modo la probab ilità che un allievo sia della classe B è 
m+n+p 
a+b+c+m+n+p' 
€ la probabilità che esso sia migliore è 
m(b + O)+,IC 
(a + b + c) (/Ii + 11 + p) 
Sicchè la probabilità che, scelto un allievo della classe A, esso sia mi-
gliore è 
a(ll+p)+bp . 
(a+b +c) (m+n + pì ' 
la probabilità che, scelto un allievo della classe B, esso sia il migliore è 
1//+,,+1' 
a+b+c+lII+n+p 
111 (b + C) +1/C 
(a + b+ C) (m + n+p) . 
E infine, per il teorema di Bayes, la probabilità che, scelti due allievi 
a caso, uno di una classe e uno dell'altra, il migliore appartenga alla 
dasse A, sarà : 
a -L b + c a (n + pl + bp 1n + n + p m (b + cl + ne 
a+b+c+m+n+p . (a+b+c)(m+n+ p)+ a+b+ c+m+n+p (a+b+c) (!Il + n+p) 
o anche, eliminando i fattori comuni al numeratore o al denominatore, 
(a + b + cl [Ct (n + p) + bp] 
(a + b + c) [a (n +1)) + bp] + (m + n + p) [m(b + cl +1IcJ 
ln particolare, se le due classi sono ugualmente numerose, cioè 
la probabilità richiesta si riduce a 
a(n + p) + bp 
~(,, + pl +bP + ,Il(b + cl + nc ' 
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che, in forma più immetrica, può se'riversi 
((t+b)p+all 
(a+ b)p+ (b + c) III + (e + (I)" . 
18. Legge di frequenza degli errori. - Un probloma di pro-
babilità di cause, di grande importanza per lo applicazioni, è la. 
ricerca del vero valore .7.: di una grandezza, delln, quale si tJono-
scano alcune misuro X J , X 2 , ••• x"' compiute tutte con egual CUl'lt 
e in circostanze ambientali da ritenere invariate da una misura, 
all altra, così che nessuna ragione vi sia per considerare una di 
esse migliore delle altre. 
Può darsi che il vero valore della grandezza si iclentinchi con 
una di queste misure; le altre saranno allora <1ffei.te tutte> cla un 
errore. Può darsi anche che ne suna di (lue te misUl'e rappresenti il 
vero valore della grandezza; esse saranno allora affetto tutto da un 
enore, della medesima natura del precedente. In ogni caso, questi 
errori non possono essere sistematici, cioè non risulteranno da una, 
qualche causa che agisca in maniera definita e nel medesimo senso 
in ogni misura, ma saran derivati da piccole (3 molteplici causo, 
agenti in maniera irregolare, non determinata nò determinabilo: 
santu, cioè, degli errori casuali o accidentali. 
Le misure di una lunghezza, fatte con un metro corto o lungo, saranno 
all'ette tutte da un errore sistematico (errore st1'1I7nentale); le varie misure, 
un po' dilferenti l'una dall'altra, dell'altezza di un mon(,e, deLl'l'minate in 
successive osservazioni, egualmente accurate, sono affette da errori acciden-
tali, cM il monte non può avere che una sola altezza. 
Se si conoscesse quale probabilità p , ba la misura x, di eSSGro 
il vero valore della grandezza x, si potrebhe assumere per Cl llesta 
il suo valore probabile, cioè: 
n 
vO = :E,}J, J', . 
l 
~1a L[uando queste probabilità p, non sono precisamente defini-
bili. si possono assimilare gli enori accidentali, da cui sono aff'étle 
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le varie misure della grandezza, agli scarti o scostamenti delle 
misme della probabilità a jJosteri07·i, dedotte dall'osservazione, 
rispetto al valore della probabilità a pri01·i . 
Le probabilità di questi scarti sono definite dalla funzione 8(1(,), di cui 
s·è detto nel precedente paragrafo, e che risulta da una somma di termini 
come questo: 
essendo h una costante indeterminata e TI = 3,1416. Possiamo definire, 
perciò, mediante i valori della funzione <p(À), le probabilità degli errori 
x-x,/,. 
fra il valore ignoto della grandezza e le sue varie misure effettuate. 
Ora, quando si ammetta che la legge di distribuzione degli errori si::t de-
finita dalla funzione <p(À), si dimostra che il valore più probabile della 
grandezza è la media aritmetica dei valori osservati. E viceversa, se si as-
sume, come valore più probabile di una grandezza, la media aritmetica 
dei valori osservati, si trova che la legge di frequenza degli errori rimane 
definita dalla funzione <p(À). 
È questo il postulato di Gauss e la <p(À) dicesi funzione di Gauss o 
legge di f1"equenza degli e1'rori di osse1·vazione. 
La legge degli errori di Gauss concorda sensibilmente con l'espe-
rienza, cioè: fatto un grande numero di osservazioni di una gran-
dezza e presa la media aritmetica dei valori osservati, le differenze 
fra la media e i valori stessi, se sono soltanto accidentali, si di-
stribuiscono, approssimativamente, secondo la funzione <p(À), rap-
presentata geometricamente dalla curva campaniforme della 
figura 12, curva che suole chiamarsi, appunto, CUTva nonnale degli 
en·ori. 
Che se tale distribuzione non risultasse sensibilmente verificata, 
bisognerebbe attribuirne la ragione alla presenza di errori siste-
matici, e allora no~ sarebbe piu lJossibile assumere per vero va-
lore della grandezza la media aritmetica dei valori osservati. 
Si noti, dalla figura, che per un errore nullo la probabilità è 
ma" ,;ima, cioè il valore probabile dell'errore è nullo, come del rei"to 
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i era gia stabilito (n. l·!), Di l)iù, la forma ste ' sa della hlll-
zione <pp,) rende evidenle che <p (À) = <p (- À), cioè : errori l'gunli 
in valore assolu to e di segno contrario hanno la medesimn l\1'O-
o 
Fig. 12. 
babilità di presentarsi. È ovvio anche che la prohahilitù ò tanto 
più piccola quanto più l 'errore cui corrisponde è granele. E si ri-
cordi, infine, che la probabi1ita che 1;e1'1'o1'e non superi 3-4: volle' 
l 'errore medio quaclratico è pochissimo diversa da uno. 
ESERCIZI 
1. Due urne identiche contengano l'una Il, palle hianchf', su un Lolale 
di n palle, e l'altra n2 palle bianche, su un medesimo to l aIe di n palle. 
Avendo estratta una palla bianca, qual'è la probabilitlt cho essa appartenga 
alla seconda urna '? 
2. Se due urne contengono l'una n e l'altra m palle , essendo 1/, ed 11/, 
le palle bianche di ciascuna, qual'è la probabilità che, avendo esLraila pallll 
bianca, essa appartenga alla prima '? 
3. Un'urna conti ene 40 palle, di cui alcune bianche, altre rosse, Si fanllO 
1000 est.razioni successive eli una palla, rimettendola ogni volta denim, r 
si constata che 800 volte si è avuto palla bianca e 200 volte palla l·ossa. 
Si ripete l'operazione altre 99 volt.e, facendo 1000 estrazioni ogni volta, e 
si trova che il numero delle palle bianche estratte ogni volta oscilla fra 7811 
e 820. Si pub assumere 18~600 = -!- come probaQilità dell'estrazionI" rl'una 
palla bianca? Qual'è lo. probabilità che l'errore non superi il doppio del-
l'errore quadrati co medio? Qual'è il valore probabile del numero delle 
palle bianche? 
---_._---
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OAPITOLO II. 
T e o r i c a d e \I a m o r t a I i t à. e) 
§ 1. - Principì fondamentali. 
19. Postulati fondamentali. - La teoria delle prove ripetute, 
nello studio del calcolo delle probabilità., fa riferimento ad un fe-
nomeno astratto di probabilità costante. Tale teoria potrà., pertanto, 
applicarsi ad un fenomeno concreto sòlo quando si sia già dimo-
strato che il fenomeno stesso ha probabilità costante. 
L'applicazione del calcolo delle probabilità allo studio dei feno-
meni collettivi, vuoI esser dunque preceduta da una particolare 
indagine (teoria della dispersione), intesa a stabilire la costanza 
o meno della probabilità del fenomeno cui si riferisce. Se, dal-
l'esame di varie serie di osservazioni di un fenomeno, eseguite in 
tempi diversi, si trovano valori della probabilità assimilabili ai va-
lori osservati di una medesima grandezza, tali cioè che gli errori, 
da cui sono affette le valutazioni, si distribuiscano secondo la legge 
di Gauss, si potrà convenire che la probabilità del fenomeno è co-
stante nel tempo. 
In tal caso, il valore dell'errore medio quadratico, dedotto dalle 
osservazioni, deve riescire sensibilmente lo stesso del valore teorico 
dell'errore medio quadratico, derivato dal calcolo delle probabilità. 
(i) Da consultarsi: H. POTERIN DU MOTEL, Théo?'ie des aSSlwances SU?' la vie, 
Paris, 1899; POUSSIN, Traité élémentai1'e des assurances sur la vie, Paris, 1906; 
BnOGGI, Matematica attuariale, Milano, 1906 ; oltre allo CZUBER, già ricordato, 
e al vecchio KrNG, The Institute or actucwies' Text-book, Parte Il, 
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E, con iderando il l'apporto del Vi'imo al econdo (coefficie/lte di 
dispersione), il suo valore doVI':), tendere ver o l'unità, quante yoltc 
i due suddetti valori dell'errore medio q uadrn,tico tendano n iden-
tificar i, cioè la probabilit.à del fenomeno possa con iderarsi c ,,(an tc. 
Si dice anche, in tal caso, che il fenomeno presenta li ispersiollC! 
nonna le, cioè secondo la legge normale di Gauss o clcgl i !Tori di 
o!"servaZIone. 
Può, per es., ritenersi fenomeno di probabilità costanto In di tri-
buzione del sesso nel totale numero dei nati, ioè: il rn]J porio dol 
numero dei nati eli un sesso alla totalità dei nat.i i mant.iene eo-
. tante nel tempo. E così pure è da considerare cost.ante il rapport.o 
del numero dei morti alla totalità degli esposti [1,1 rischio cl i morire 
in ogni età (esclu o le estreme nei clue sen i) in una popola.zione 
generale; ed è costante nel tempo tale numero, <"mche con l'i feri-
mento a gruppi speciali, distinti per età . 
È appunto quest'ultimo fenomeno concreto quello be vogliamo 
fare oggetto del nostro tudio. 
Quanto precede giustifica e rende naturali i tre seguent.i J)O-
stulati, che assumiamo a ba e fondamentale elella teoria c1c1b 
mortalità : 
POS'l'ULATO I . - Dato un gruppo omogeneo eli individui, esiste 
una probabilità p(x, x + m) che un suo elemento di età, x :>oprav-
viva all'età x + m, per valori di x e di m contenut.i in un cerIo 
intervallo. 
POSTULATO II. - La probabilità p (x, x + m ), l'elaLiva all'indi-
viduo (x), e la probabilità p' (y, y + n), relat.iva all'individuo (f/), 
sono indipendenti. 
TI primo postulato permette di definire p come funzione di :r e 
di m; il secondo rende applicabile il primo teorema delle proba-
bilità composte. 
Il maggior valore che può assumere x dicesi età estrema e iii 
suoI rappresentare con w. Dall'ordine naturale delle coso discendi', 
pertanto, il 
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l'OSTULA.TO III. - Qualunque sia l'età x che SI considera, è, Hl 
ogni caso, 
p (x, w) =0. 
20. Probabilità di morte e di sopravvivenza. Considerando 
un insieme di individui, se, per due di essi (.1:) o (y) quali si siano 
dell'insieme, sussiste l'uguaglianza 
p(x, x + 171) = p'(y, y + n) , 
soltanto quando sia simultaneamente 
X =?J 
112 = n, 
diremo che gli individui dell'insieme ·sono omogenei I) simili rI-
spetto al riscrno di morte, o, più semplicemente, che essi fan parte 
di una collettività di 1"ischi simili. 
Il calcolo delle probabilità è ammissibile, nel nostro caso con-
creto, alla stregua delle precedenti premesse. 
Di una data collettività di rischi simili consideriamo adesso gli 
elementi, in numero di L, che abbiano esattamente la medesima 
età x, e SUl)poniamo nota la probabil~tà p(x, x + m) che (x) so-
pravviva all'età x + m. li valore probabile del numero dei sopra-
viventi del gruppo L all'età x + m sarà, per quanto abbiamo 
appreso nella teoria delle prove ripetute, 
Lp. 
E, per la medesima ragione, il valore probabile del numero dei 
morti, nel medesimo intervallo di tempo, sarà 
L (l -p) =Lq, 
se q è la probabilità complementare di p. 
Allora, se D è il numero effettivo di morti riscontrati, osservando 
/ 
- 190-
fra il tempo x e il tempo x + m L individui aventi inizialmente 
l'età x, sappiamo che la probabilità, che sia 
I D-Lq I <(J, 
essendo (J piccola ad arbitrio, è tanto più vicina ad uno qnnnto 
più L è grande, e tende ad uno per L tendente ad i.nfini.Lo. 
Assumendo, pertanto, quando L sia sufficientemente granele, 
Lq=D, 
si commette un errore trascurabile, in prima appro simùzionc. 
Sotto queste condizioni. si conclude che è 
(1 ) 
, quindi, 
p= 
L-D 
L 
La (1) definisce la PTobabilità di 171m·te tl'a le età x e x + m 
e la (2) definisce la probabilità di sopmvvivenza all'età x + rn 
per una testa (x). Per esse, la determinazione delle pl'obabilità di 
decesso e di sopravvivenza si ricollega allo studio del numero dei 
opravviventi, in età x + rn, da un gruppo di L individui, aventi 
l'età x. 
Se l(x) è una funzione della x tale che sia 
l (,(' + m) 
}i (J', .r + ))1,) = l (::o) - , 
dovrà essere l(x) sempre positiva e decrescente, al crescer o di x 
da x ad w. 
Vinsieme dei valori numerici di l(x), al crescere di .c, l'appre-
entel'à la legge di eliminaziolle per rnorte del gruppo. 
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Detto, per brevità, l," il valore numerico di l(x) corrispondente 
ad un valore intero della x, quando si faccia m = 1, si ricava: 
l",+1 
P (x, co + 1) = px = ---z;-, 
lx -lx+1 
q (.r, co + 1) = q", = --cl=---
x 
Queste probabilità annuali, Px di sopravvivenza e qx di morte, si 
sogliono anche chiamare, più semplicemente, l 'una coefficiente di 
sOjJl'avcivenza all'età x, l'altra coefficiente di 11w1'talità all'età x. 
21. Qlloziente o tasso centrale di mortalità. - Un significato 
alquanto diverso dal coefficiente di mortalità ha il quozi~nte di 
Inm·talità o tasso centmle di mortalità, fra le età x e x + l. 
È questo il rapporto del numero de'i morti fra le età x e x + 1 
ai viventi di età compresa fra x e x + 1, effettivamente esposti 
a morire. 
Il numero dei morti fra x e x + 1, se lx e lx+ l sono i sopravvi-
venti alle età x ed x + 1 rispettivamente, sarà: lx - lz+l. La tota-
lità degli esposti a morire, quando si ammetta che le morti fra x 
e x + 1 avvengano con distribuzione uniforme, si può assumere 
approssimativamente pari alla media aritmetica dei sopra.vviventi lx 
e lZ+ 1 negli estremi dell'intervallo, o, ciò ch'è lo stesso, pari al nu-
mero dei sopravviventi l", all'età x diminuito della metà dei morti 
nell 'intervallo, perchè 
l",+ l",+1 
2 
Se il quoziente di mortalità indichiamo con 1n"" la sua espres-
sione sarà, pertanto, approssimativamente: 
ovvero 
o anche 
essendo 
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(i x 
iI1;r; = ----:--
(Ix ' 
(Hl + :2 
\) lJ; - !x+J 
In,,=:" -I +- t 
" x+l 
d x = Ix - lx+J . 
Quando si tenga presente la espres iOlle di IJ..>:, SI può anche 
scnvere 
ovvero 
(];r; 
117x = - qx 1-- -2 
Queste formole hanno tutte notevole importanza pratica. L\t1-
tima, poi, mette in evidenza qual differenza passa fra coefficiente 
e quoziente di mortalità. Tale differenza è tanto più piccola quanto 
più. piccola è q;r;, e si può convenire che: per <)uelle etù cl01l'('si-
stenza, caratterizzate da alte probabilità eli sopravvivenzlt, la dif-
ferenza fra coefficiente e quoziente eli mort.alità pIlÒ, in prima 11P-
prossimazione, considerarsi trascura bile. 
22. Vita media e vi ta probabile. - Si suoI chiamare vita media e., .. 
all'età x il valor probabile degli anni di vita u] tCl'iorc di una per-
sona avente l'età attuale .'1: . 
Se con ,1qx indichiamo la probabilità, per un individuo eli (,ti.l x, 
di morire dopo s anni, il valor probabile di s, lSappiamo, dal cal-
colo delle probabilità, non l)oter essere altro che 
w-x 
ee=.E,S,l]x; 
J 
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ma, per il primo teorema delle probabilità composte, ,/q;c è il pro-
dotto della probabilità che la persona (x) viva fra x e x + s, per la 
probabilità che muoia fra x + s e x + s + 1, perciò sarà: 
/ X+·.< ti", +-8 
.Iq .. = - o I... /X+8 ' 
cioè 
sostituendo, pertanto, nell'espressione di ex, avremo: 
cioè 
ma è 
Q-x 
Q-x 
I:, S (( .. +s 
ex = ~l_-­
Ix 
Q-X o 
I:, .\' (!x+s - lx+s+l) 
! 
e:r; = -
I:, sl:r;+s = tx+! + 2tx+2+3lx+3+ ' . . +(w-or-1) LQ-l +(w-r) 1(,), 
! 
Q-x 
I:, Slx+s+l= 1 .. -'-2 + 21x+3 + ... + (w _;ro - 2) lQ-l + (w - (f' -1) /Q, 
! 
perciò 
(,)-x 
e quindi 
I:, S (1"' +8 - L"'-'-8+!'l = IX-i-l + 1",'-2 + . o o + Zo) -l + 1(,), 
! 
(,)-x 
:E, lx+-s 
I 
e",=---
Lx 
Questo risultato fa d.efìnire, qualche volta, la vita media all 'età x 
INSOLERA, Elem. di lJlateJt1atica, ecc. 13 
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come il quoziente del numero totale degli anni vi$ 'nti eomples"i 
vamente dal gruppo di viventi l,c per il numero medesimo l" , 
Se ammettiamo che le morti avvengano con eli trillUzione uni-
forme in ogni intervallo unitario, o, ciò ch'è lo stesso, uhe oglli 
morto nell'anno sia. vissuto in media meUL eli quell'anno, la vila 
media in tale ipotesi riesce più completa della pr('cec1('Jlte, 1ndi-
candola con e,", sarà: 
CJ-X( 1 ) ex =~. s + 2. ,'1x, 
cioè 
1 (J-X 
ex = Px +.) ~"hx; 
;J o 
m(;l e 
e siccome il numero totale dei morti di un gruppo 7." in LutLo le 
succeSSIve età non può che essere Zx, così 
e perciò 
sicchè, in definitiva, 
w-x 
~, rlx+B = lx, 
o 
(,)-x 
1;" qx= 1; 
o 
1 
ex=ex + 2.' 
Gli inglesi, che chiamano aspettazione di vita la vita, media, 
di tinguono e.J: da ex, definendo l'una curtat e o l'altra. complete 
expectation of life. 
Un'altra media che si suoI ricordare, quantunque non presenti 
pratico interesse, è la cosidetta vita provabi/e, la (jualo, per ultro 
è bene avvertire subito, non ha, malgrado il suo nomo, Iliente a 
che vedere con la nozione di probabilità, tL cliHerenza della vita 
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media, che è, come s'è visto, un valor probabile. Si snol dire, dunque, 
vita probabile di una persona di età attuale x , quel tempo v che 
deve trascorrere affinchè il numero lx di viventi all'età x si riduca 
alla metà, cioè il tempo v tale che si abbia 
lre 
1.'C+v = ~ . 
"' 
§ 2. - Costruzione delle tavole di mortalità. 
23. Tavole di sopravvivenza. - Una volta definita la legge di 
eliminazione per morte fra due età X o e X I ' si dirà tavola di so-
pmvm·venza o tavola di modalità, corrispondente a quella legge, 
la successione del numero dei sopravv~venti o, rispettivamente, del 
numero dei morti nelle successive età da X o a XI. L'intervallo di 
tempo compreso fra due età consecutive della tavola dicesi pe?-iodo. 
E la tavola si dirà annuale, quinquennale, decennale, ecc., secondo 
che il periodo scelto è l 'anno, il quinquennio, il decennio, ecc. 
Poichè, a parità di numero complessivo di osservazioni, ogni 
elemento della tavola, relativo a un periodo, è ricavato da un nu-
mero di osservazioni tanto maggiore quanto più il periodo stesso 
è grande, se ne inferisce che l'attendibilità degli elementi nume-
rici della tavola sta in ragione inversa della ampiezza del periodo 
adottato. 
Dicesi poi ctT.CJomento della tavola il numero di viventi presceIto 
per la età iniziale della tavola (di solito la nascita). L'argo-
mento si suole assumere pari a 100.000 o, meglio, ad 1.000.000; 
qualche volta è 10.000 e anche 1000. È ovvio, per quel cho precede, 
che ad argomento maggiore corrisponde maggiore precisione nella 
tavola. 
Giova far presente che la formazione di un gruppo di individui, 
aventi la medesima età x, sarebbe impossibile quando la egua-
glianza della età dovesse essere assoluta. Occorre, nella pratica, una 
certa misura di relatività: e, invero, si sogliono considerare co e-
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Lanci quelli le etti eià differiscanu per meno di un pe1'io<10 u, lll·g1io. 
di met.à del periodo della tavola. 
Per la, costruzione di Lavok annuali i può supporre, p. C':>., Chll 
tutti i nati di un anno . iano nati al principio, alln. fine o, l1H'dill, 
a metà dell'anno. Noi primi due casi l'erroro ù inferiore' a un unn", 
nell'ultimo ò inferiore a un seme tre. 
Quando si aSSllmGL 1<1.6no clell'::mno come data cii riferimenlo, l' 
preferibile l,ono iderare, come nati in tale epoca, i nati del sl'l"ol1<lll 
semestre clell'anno che si con idera e quelli elel primo s(!me~ln' 
dell'anno succe:;sivo. In tal caso l'errore ù minore eli un ~em('~tj"( ' . 
24. Costruzione delle tnvole, - Per la effettiva c:osLruziolw 
dena tavola di mortalità si [1ossono seguire varl metodi. 
lJfetodQ di HaUe?J . - Il metodo dei decessi o di l/alle!!, dul-
l'a,stronomo che pel primo lo ha adoperato, presuppone ('o~lnl1l(' 
il numero dei nati, cioè ~tazionaria la popolazione cni si rifol'i ,,('€!, 
1l0:chè ragguaglia la f'omma dei morti al totale elei nati in ogni 
generazione. L'argomenlo della tavola sarà la somm:L cl!,j Jllorti 
osservati per tutto le otù. Togliendo da que ta somma i morti in 
età da O ad 1, si hanno i sopravvi venti all'eià 1; togl iendl) cl,1 <Juesti 
sopravvivent.i i morti, os, ervati in età da ] a 2, si hanno i soprnv-
viventi in età. 2; togliendo da questi i morti in età da. ~ a :3, si hanno 
i sopravviventi all·età. 3. ID così via. 
Si costruisce per trLl modo una tavola di sopravviyenza o eli 
mortalità, la cui attenclil.Jilità. dipende dall'atLendibiliUt clelriJl()iE'~i 
che la popolazione sia sLa::::iona.ria. 
Jletodo del censimento. - Il metodo de! ce1lsilllenlo fa dipeJl-
dere, invece, la costruzione della tavola dalla eHistcnza di una d:J!<-
sificazione per eiù dei viventi, in una data epoùa. Si fa l'ipoip~i dIC' 
la differenza fra i viventi da una età all'altra di penda dal le Ill()]'l i 
intervenute nel tempo intermedio, eioè "i ammette c.;}w lc~ Su(·(:('~­
sive generazioni di nati f;iano tutte numeriùamenle 'gnal i ha lorrJ. 
Epperò l'approssimazione che si ùonsegue con questo D!pt.or1r) di-
pende, anch'essa, dall'attendibilità ù11e la popolazione, cui il me'lorlu 
si applica, rimanga stazionaria nel tempo. 
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J/etodo di E/ennalln. - Il metodo di Hennann fa dipendere 
la costruzione della, tavola. dal confronto dei nati e dei morti, am-
mes,o che si disponga della classificazione per età dei morti e del 
numero delle nascite nei successivi anni. 
Dalla semisomma dei nati in due anni successivi si sottrae il 
numero dei morti in età da O ad l anno, durante il secondo dei 
due anni considerati : si ha co ì il numero dei superstiti in età di 
l anno; da questo numero si sottrae il numero dei morti in età da 
l a ~ anni nell'anno seguente, e si ottiene il numero dei superstiti 
in età di 2 anni, ecc., ecc. 
J/etodo di Quetelet. -- Il metodo di Quetelet si appoggia ai 
dati del censimento dei viventi, distribuiti per età, e alla classifi-
cazione per età dei morti. Si costruiscono dei coefficienti di mor-
talita facendo, per ogni età, il rapporto dei morti ai viventi della 
medesima età, aumentato della metà dei morti. Poi, dai coefficienti 
si deduce la tavola di sopravvivenza: 
J/etodo di1'etto . - Il cosidetto metodo dù-etto vorrebbe, poi, che 
si seguisse nel tempo un gruppo iniziale di rischi simili di data 
età (zero o altra), per fissarne in ogni età successiva il numero dei 
so pra vvi venti. 
Questo metodo è applicabile a tavole di mortalità di gruppi 
speciali, ma bisognerebbe attendere l 'intera vita di una generazione 
per poter sLabilire la tavola di sopravvivenza di una popolazione. 
La quale tavola, del resto, non si potrebbe poi, senza molte riserve, 
ritener buona per le generazioni successive a quella esaminata. 
In generale, molto miglior criterio, in ogni caso, è quello di de-
sumere, dai dati di cui si dispone, i tassi di mortaliti1 e da questi 
in ferirne la tavola dei sopravviventi. Operazione qùesta molto 
facile, perchè, essendo, come sappiamo, 
sarit 
Ix - lx+1 
fJx = lx 
Lx+l = Lx -Ix Cix; 
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sicchè, assunto per un dato x iniziale (che può es ere zero) il 
valore dell' argomento, si desumerà, in maniera ricorrente, d,I 
quest.' ultima formola il numero dei sopravviventi in ogni etù 
successi va. 
Se lo è l'argomento, si oUerrà 7J da 
e così successivamente: 
25. Coeffioiente eli mortalità in g'ruppi aperti. - Quando SI 
tratti di un gruppo aperto, cio e di una collettivitit di rischi simili 
soggetta a movimenti di eliminazione per altro cause, olt l'e ('he 
per morte, e di reintegrazione, per nuovi elomenti cho nc \'011-
gono a far parte, il calcolo del coefficiente di morLalilà rjchicde 
particolare cura. 
Sia lx il numero degli elementi clella colleLtlviLa avent,ij'eth .r 
e sia J',,,=V."-ll,,, il numero resicluale fra i nuovi entrati ""., in etù 
fra x e x + l, e il numero degli eliminati 'II" dalla ('011 ,ttiviLù 
medesima per cause diverse dalla morLe, anch'essi in (~1 il dn .r 
a x + l; sia poi d", il numero dei morti nelln coll eLti viUI, tra le· 
età x e x + l, e q", la probabilità di modo (incognita) fra [p 
medesime età. 
Un'espressione approssimata di '1.r . i ottieno facendo l'ipol 'si chr· 
gli elementi dell'incremento 1'." clella colletti vitù siano v(m liti a 
far parte di questa, distribuendosi in maniera uniforme ndJ'in-
tervallo di tempo considerato: si puo, allora, ammettere clJù ('ia-
scuno di questi elementi, fra x e .7' + 1, abbia fatto parte della. 
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collettività per metà del periodo, o, ciò che è lo stesso, si può eonve-
nire che il numero degli esposti a morire in tutto il periodo sia 1i ' 
oltre agli l", elementi esistenti inizialmente. Il numero totale degli 
esposti a morire, fra x e x + 1, risul tando, pertanto, di lx + 1i ' 
dovrà essere: 
clx 
q", = ---1-' -
lx+ 2'" 
26. La mortalità come funzione di più variabili . -- Se, con rife-
rimento ad una popolazione generale, la mortalità può considerarsi dipen-
dente soltanto dall'età dei componenti, quando la si studi su gruppi par-
ticolari, dipenderà da altri fattori, specifici del gruppo che si considera. 
È ovvio, per esempio, che la mortalità di un gruppo di amma].ati sarà 
diversa dalla mortalità di un gruppo di elementi di sanità constatata; la 
mortalitit di un gruppo di tifosi, di nefritici sarà diversa dalla mortalità 
di un gruppo di elementi presi a caso nella massa di una popolazione. 
:JIa, [tnche quando, per gruppi diversi, si possa far riferimento ad una 
medesima legge di eliminazione, passando da un gruppo all'altro si do-
vranno scegliere diversi valori numerici per le medesime quantità algebriche, 
caratteristiche della legge di eliminazione adottata. Così, p. es., l'andarr:ento 
generale della mortalità di due gruppi i quali si differenzino per il sesso, 
non è, in massima, diverso e può essere rappresentato da una medesima 
funzione: tuttavia le costanti della funzione, rappresentatrici dell'uuo e 
dell'altro gruppo, dovranno essere diverse, perchè delle differenze particolari 
accusano le relative statistiche. La mortalità delle donne, invero, a pari età 
e quasi dovunque, è minore della mortalità degli uomini, nel primo e nel-
l"ultimo tratto della vita, ed è maggiore nel periodo intermedio. 
Quanto precede rende evidente che, per uno studio approfondito della 
mortalità, è necessaria nn'ampia indagine intorno alla variazione del coeffi-
ciente di mortalità, dovuta ad altre cause che non sia I"età. Allo stesso modo 
come la eliminazione degli elementi di una qua.lunque collettività, per certi 
rispetti omogenea, ha luogo per molte cause, a seconda della speciale natura 
della collettività (morte, dimissioni, espulsione, quiescenza, ecc.), così la 
eliminazione per morte può esser determinata, oltre che dal fattore età, da 
altri fattori che con quello concorrono all 'eliminu.zione stessa. La morta-
lità si presenta, in tali casi, come funzione di più variabili. Per esempio, 
la mortalità degli operai d'una data industria va.ria, oltre che per l'età 
degli operai, anche per il tempo da essi impiegato nel lavoro e, per 
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diverse industrie, varia, oltre che per l'età e il tempo da, e'i impiegato, 
anche per il diverso genere di lavoro cui 0 110 adihiti d:1- un' industria al-
l'altra. , e si ,tudia l:1 mortalità degli inabili al lavoro, si troy,\ l'he e~sn 
è diversa, o ltre che per l 'età, anche secondo ]n, professione esercitata, il 
gl'ado e la causa della inabilità, il tempo traseorso in istato di inabilità, l't'l'. 
Lo studio delle funzioni eli sopl'al' vivenza, in simili ca 'i, ries('e !.utt·n!fro 
che agevole, sia perchè si è co tretti a frazionare molto il materiale sta-
tistico, sia per h1 difficoltà di dal' forma analitica e l'nlcolabile nl problemt\. 
In tali condizioni l'ie ce u ti le e, in generale, può es, er piLl sod(lisl'll<:0nll', 
invece della indagine diretta, il riferimento all a mortalità gPJlel'l1le d('lla 
popolazione cui fa capo il g ruppo speciale che si consitlem, pt'l' l'isnlir l'0i 
da questa a quella, 11lediante lo studio par!.icolare delle per!.urbazioni, l'Il!' 
le camtteristicbe del gruppo speciale producono sul fenomeno gelleral!'. 
27. Tavole a doppia entrata. - La necessitù di eo, Ll'uil'e clellt, 
tavole eli mortalità a r!OppÙl e7 IiHd(/, cioè clillemlonLi dn due \;1-
riabili , è generalmente inte a dagli istituti cli a,,,ienrnzione. UnI\. 
variabile è l'età, l 'altra la dllrata dell'assicurazione, cioè il temJlo 
tra corso dalla stipulaz ionc clel contraUo di n~si<:Ul'aziollt'. Il bi-
:ogno di questa ulteriore eli tinzione, nel campo dclle a~si<:ll1'a%iol1i, 
si comprende agevolmente qnando ,;i osservi <:be. al iìne di oUC'-
nere un matel'i::t1o il più po,'sibilmento omogeneo, onel limital'c le 
oscillazion i del ris hio, le compagnie di assiclll'azione, pl'!' molti 
rami delle operazioni dipendenti dalla mortalitù, hmno J)l'c<:ecl<']'(· 
la conelu. ione del contratto da una visittt meclica e si hasano slil 
l'e"ponso me<lico per la ratifica o meno del contraLto. 
Selezione e (mtiselezione. - Questa ce1'l1itit suoI chiamul';;i se/,'-
zione e il gru p po degli assicurati costitui sce, pere'iò, un gl'n il JlO 
scelto o selezionato. In ogni caso, le compagnie distinguono gli 
as,;icurati in rischi nonnali, sllbuonllali e scadP71li: i primi ;;0110 
<Juelli per i quali la visita medica il del tutto J'n.vorevole, gli ali l'i 
son <Jllelli per i quali ù fatta (lUalche riserva e]:t <'ui accettaziulle 
p subordinata al pagamento d'un soprapremioi gli ultimi S011 cjllolli 
che, di solito, vengono rifiutati o jJPl' la cui acc:ettazione vongrJllo 
po;;te condizioni del tuLto eccezionali. 
Al fenomeno clelia selezione, deu~rminato dalle cOTlljJagnie rli 
as,;icurazioni, fa riscontro un fenomeno inverso d,t pal'tu dt'gli 
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assicmati, fenomeno al quale suoI darsi il nome di antiselezione, 
perchè è il movimento degli assicurati, i quali, giudicando superato 
o non più temibile il rischio per il quale banno contratto l'assi-
cm'azione, abbandonano l'assicurazione stessa o ne riducono la 
portata. 
A. vviene, pertanto, che mentre la selezione tende a stabilire basse 
mortalità, l 'antiselezione, con la fuoruscita dei ri schi migliori, lascia 
nel campo delle assicurazioni i rischi meno buoni, tende, cioè, ad 
elevare la mortalità degli ass icurati. 
Di qui la necessità di seguire g li assirmrati attraverso il loro 
periodo di assicmazione e stabilire le probabilità di morte in di-
pendenza e dell'età dell'a.ssicurato e della d'urata dell 'assicura-
zione. 
Del resto, sta di fatto che la selez ione opera in limiti pinttosto 
ristretti, chè dopo 3-5 anni gli effetti ne sono quasi completamente 
eliminati. 
Le compagnie di assicurazion e ri15arano a questi movimenti dei 
loro rischi col non consent ire affatto l'escissioni eli contratto, per 
le assicurazioni in caso di vita, e col consentirle, per le assicura-
zioni in caso di morte, solo quando. sia trascorso un perioelo ini-
ziale, di solit.o 3 anni, dalla stipulazione del contratto e, in ogni 
caso, sotto speciali condizioni, come vedremo prossimamente. 
§ 3. - Perequazione delle tavole di mortalità. 
28. )Ietodi di perequazione. - L a tavola dei coefficienti grezzi 
di mortalità, quali risultano dalla statistica, presenta degli errori, 
delle irregolarità, che, nei limit i delle ipotesi fatte e dei postulati 
ammessi a base della teorica della mortalità, non possono non es-
sere attribuiti che a cause accid entali. 
~a~ce spontanea, perciò, la necessità di correggere opportuna-
mente il risultato di un primo calcolo, così eia stabilire un equo 
compenso fra gli errori, in vari sensi, che la statistica rende ma.-
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nifesti e darE: carattere di continuità alle manifestazioni dd fl'-
nomeno. 
A quest'operazione di smussamento, di rifinitura, di rCg"olnrizza-
zione, suoI c1ar::li il nome di pereqllaziolle ( ' ). La bontù della 
perequazione si inferisce dalla teoria degli errori. eli oi"servaziolle, 
la quale permette di stabilire se un dato di perequazionc .. huoJ\o, 
cioè sostituibile al corrispondente dato grezzo. 
Accenneremo a vari metodi di perequazionc. Intanle, l'i noli cho 
a quest'operazione si può procedere: o con criteri di arùilnu'ic(:'t, 
legittimati da considerazioni stati bche d'ordine g-pnl'ralC', ma non 
legati ad un principio, ad un'ipotesi, che si a""llma valicla l t'l'il 
particolare fenomeno in esame; ovvero prenclendo le JllO""l' da 
un'ipotesi prestabilita, per la quale si ahhiano hllonc rngioni di 
attendibilità dedotte dall'esperienza. 
Al primo sistema appartengono il metodo !/]"(/jico e i I 1/1 ('Iorlo 
?1wccCtnico, al secondo il metodo a1/alitico. 
29. Perequazione grafica. - Il metodo di lH'l"l'quaziol1c grafica 
è il più sbrigativo e, molte voHe, è :1 non meno soclc1isfac('ntr·. 
Si faccia una rappresentazione eli a grammatica delle prohahilii il cii 
morte, assunte come ascisse le successive età dell'esistenza B ('.()1l1E' 
ordinate le probabilità corrispondenti; la congiungente gli estn'lJli 
delle ordinate C, generalmente, una spezzata ad :mdnmcnto, Viù u 
meno irregolarmente, a,wendente. Il metodo consiste nel sosLituirr', 
guidati da un sano criterio di opportuniU, scienlilÌf"a. oltn' cllC' di 
estetica, a tale spezzata una linea continua, il più possil)ill11pnir' 
prossima ai successivi vertici della spezzata. 
In massima, si può assegnare un limite all"arhitraricUt cl e]] a scc·lta 
di tale curva perequa,trice tracciando la curva entro una st]"i,~('i:t 
di piano che comprenda la sIJeZzata e i cui l f'1l1 bi siano segnati 
(') La si suoi chiamare anche illterpolaziolle, ma impropriamente. a mio 
giudizio: questa, invero, opera fra elementi P-8tremi che suppone inaltf'rul,!Ii (" 
lascia inalterati; mentre la perequazione corregge, più o meno lievellll'ntr. litI/i 
i dati dell'osservazionE'. pur di rappre~entarf' la continuita del fenomenQ. 
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dalle coppie di punti definiti, sulla ordinata di ciascuna probabilità 
grezza o, quanto meno, di quelle ch e dimostrino una irregolarità 
maggiore, con l'aggiungere e il sottrarre all'ordinata medesima 
un multiplo (al più tre volte) del rispettivo errore medio qua-
dratico. Sappiamo, infatti, pel teorema di Bernoulli, che esiste una 
probabilità, assai prossima ad uno, che lo scarto fra la probabilità, 
dedotta da un gl'ande numero di osservazioni, e la probabilità a 
p1'iori del fenomeno, non superi 2-3 volte l 'errore medio quadra-
tico d'un'osservazione. 
30. Perequazione meccanica. - Il metodo di perequazione mec-
canica consiste nel combinare, per v ia di mecue o di differenze, 
dati grezzi o loro funzioni algebriche o trigonometriche, 
Di simili metodi se ne sono escogitati non pochi e, a v(jlta a 
volta, a seconda della natura del materiale statistico in esame, l 'uno 
può riesci re più o meno utile dell'altro'. 
Limitatamente alla perequazione dei tassi grezzi di mortalità, 
ricorderemo il metodo di Finlaison- Tl1ittstein e accenneremo a 
quello di Woolhouse. 
llIetodo di TVittstein- Finlaison. - Col metodo di Wittstein 
si sostituisce al valore grezzo di qo; l a media aritmetica del valore 
di qx e di altre quattro probabilità di morte, due immediatamente 
precedenti e due immediatamente successive a qx. Si assume, per-
tanto, come valore perequato cii q.v, la seguente espressione: 
Invece di assumere come dato perequato q' x, ci si può avvalere 
di esso per ripetere l'operazione di media e ricavare un valore q"x, 
nello stesso modo come q'x è stato dedotto dai dati grezzi. Si ha 
allora la perequazione di F inlaison. È, pertanto,' 
q" _ q'",-2 + q'",-1 + q'", + (/"'+1 + q'x-+-2 
"' - 5 
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l~ poichè 
, Il,/;+8-2 + fJx ~8 -1 + IJ.0+8 + IJX+. 1 + I{.. -,+-2 IJx+s = --- -- ~ -
O 
per tutti i valori interi di s da - 2 n + 2, ('o~ì SH!'Ù: 
+2 
!;, fJ'x+., 
1/ -"!, Il ,, = - ~ 
o 
1 ..c. 2 
= 25 B (qx+s - 1 + IJx+s - 1 + 1J"'t8 + Ij"'H+ 1 + q,,··J-,q+2)_ 
cioè, sviluppando la. snmmatoria. 
1J".r = 2~ (fJx- { + fJx-3 + 1J",-2 + I},. - I + l'J.c +-
+ Ifx-~ + 1/",-2 + I.j.,,-I + Ifx+ Il.,,+ 1 + 
+ 1!.,. -2 + !'fx- I +lJx+ l}x+-1 + IJx+2 + 
+ Ifx- J +!'fx+IJH I +1/."+-2+1/2, +-:) + 
che, più ~empl i cementp, si può anche mettere otto In, ('orma l';P-
guente: 
I/'x = }5 I (rJx-4 + Ifx +-4) + 2 (!'fx-3 + f!X+-3 ) + 3 ( rlx -~ + IJx +-2) + 
+ .J. (fJx -I + 1Jx+I) + 5rtxl · 
Per tal modo, mentre il valore perequato mediantI' la medin 
s8Jllplice risulta funzione delle t]nattro probabiliti1 più ael P~so vi-
cine, con la doppia media e. so risulta funzione deJle oito prnba-
hilità pi ù ael esso vicine . 
..:il variare di x si ottengono, poi, mediante la preeec!pnle 1'0['-
mola, tutti i valori perequati dei coefficipnti eli Jl1ol'ialitù. 
Jf etodo di 'VVoo lh ouse. - Altro metodo, più Hpprossimafo, rlla 
mpno semplice, è qu >]]0 dovuto ,L WoolllOusP. 
E cso consiste in cib: si considel'i (j", fl1llzione d(~lJ(' f'f'itp jl]'f)ba-
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hilitù precedenti e delle sette successive, da prendere 111 consid0-
razione secondo lo schema seguente: 
q:r;-7 {J:r-~ q,, ~ ~ 
{j~'-6 {j:r.-I 1].c+ 4 
{jx-5 {j", {ja'+ ò 
{jx-4 {j:r+1 1],,+6 
fJ.r-.1 {j,,+~ {jx+, : 
(3 si interpoli, per ciascuna delle cinque. terne di punti, le CUI 
ordinate sono le teme su indicate e le ascisse gli indici rispettivi, 
una parabola di secondo grado (I). Si ottengono così cinque para-
bole, le quali tagliano l'ordinata di qx in cinque punti. 
La media delle ordinate di questi cinque punti si assume"come 
yalore perequato di qx. 
Questo metodo, come il precedente e' come tutti, o quasi; tali 
metodi, presenta degli inconvenienti, dei quali si può tener conto 
o non, caso per caso, secondo la natura e lo scopo dei calcoli. 
31. PereqU<l7.ionc analitica. - Il miglior metodo di perequa-
zione, in quanto vuoI essere la espressione, per induzione statistica, 
della legge di variazione elel fenomeno, è quello che abbiamo detto 
analitico. 
Esso consiste nello adattare, all'andamento del fenomeno, una 
funzione analitica eli una o più variabili, che il fenomeno ripro-
duca, eliminandone le asperità accidentali. La scelta della funzione 
ha dell'arbitrario, essa dipende essenzialmente dall'intuizione e 
dall'esperienza statistica. La perequazione, tuttavia, è da conside-
rarsi vantaggiosa quante volte la funzione contenga poche co-
stanti. TI valore di queste costanti sarà determinato dalla statistica, 
(I) La parabola di 2° grado è la curva l'appl'esentatl'ice di una funzione della 
forma: y=ax2+bx+c. 
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In gmsa tale che i valori o serva ti e quelli corrispondenti cll'lla 
funzione differiscano per una quantità non uperiore al triplo del-
l'errore medio quadratico di un'o'servaziono; C'hè come sappiamo, 
v'è allora una probabilità vicinissima ad uno che il valore a cal-
colo rappresenti, effettivamentp, il fenomeno. 
Per la rappresentazione ~1Ila1itica elel fenomeno della lllorlalitù, 
si S0110 indicate non poche funzioni. 
Le formole che più. meritano. e per il prin 'ipio cui ,'informano 
e per la loro semplicità e per la, pratica rispondenza, col fenOll1l no 
della mortalità, sono quelle di GO'/llpertz e di Jfakehalll. 
32. Funzioni di Gompertz e di llakeham. - L'ipotesi fond.t-
mentale, cui s'è ispirato il Gompe1·tz, è la seguente: vi ù unn causa 
di morte, dovuta al caso, la quale colpisce chiunque, indipenden-
temente dall'età; ma sussiste un'altra causa di morte. b quale 
tende in maniera continua, attraverso il tempo, [1 ridmre sempre 
più. la resi tenza dell'organismo sino ad annullarla. 
Se non si tien conto dell'influenza del ca o e si ammette solo ehe, 
in ogni successivo intervallo di tempo, il vaJore cleJla l'rsistenza or-
ganica si riduca di una frazione proporzionale all'intervallo st('s~o, 
cioè, se si concepisce un tasso istantaneo di 1Jw1"laldrì. che aumenti 
in ogni istante di una frazione del suo valor , proporzionalmrnto 
al tempo, si perviene ad una funzione di sopravvi vellza cl811a S8-
guente forma: 
dipendente da tre costanti, le, .r; e c, e noia col nOIlle di fllnzio/le 
di Gompel·tz. 
Se, invece, si tiene conto della forza del caso e, con fil ake/w?n, 
la si deflnisce con una costante additiva, rispetto all'altra causa, 
variabile col tempo, si perviene ad una funzione di sO)Jravvivenzn. 
della seguente forma: 
dipendente da quattro costanti, k, s,.r; c c, e nota col nome di lI/n" 
Zlone di JIakelzam. 
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Si noti che, per s = 1, dalla formala di Makeham si ricade in 
quella di Gompertz. 
Tanto l'una come l'altra, per x = 0, dànno: lo = kg, cioè l'argo-
mento della tavola di sopravvivenza, che è arbitrario, dev'essere 
eguale al prodotto delle due costanti li; e g. Una delle due costanti 
è, perciò, arbitraria, l'al tra si dedurrà dalla statistica, assieme ad s 
e c. Vedremo come. 
La formola di Gompertz ripr()duce l 'andamento clelIa mortalità, 
solo per un tratto intermedio della vita (da 20·25 a 55-60 anni). 
Invece, la formola di "Makeham meglio si adatta all'andamento del 
fenomeno stesso e per tutta resistenza, eccetto le età giovanili 
(dalla nascita :fin presso i 15 anni), nel qual tratto la mortalità 
decresce. 
33. Proprietà gompertziana. - Le formole del Gompertz e del 
Makeham, oltre a riprodurre felicemen~e l'andamento della mor-
talità, godono ciascuna di una proprietà caratteristica, pregevo-
lissima nella pratica delle assicurazioni. 
Si considerino due individui, uno di età x e l'altro di età y (ciò 
che si dice per due, vale anche per un numero maggiore di due), 
essendo le prohabilità che ciascuno di essi non muoia entro n anni, 
come si sa, rispettivamente (I) 
ly+n 
nPY=--Z;;-i 
\luando si indichi con "p",y la probabilità che entrambi sopravvivano 
n anni, per il primo teorema delle probabilità composte, sarà: 
(3) tx+ n . ty+n n1Jxy = n]Jx . n1Jv = lx ty 
(1) QUfmdo x ed /I sono interi si suoI porre, ùrevemente, 
p (x, x + n) = "px. 
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Se, poi, alla Illnzione di opl'avvi,'enza applichiamo la c!<pressiune 
di Gompertz, avremo: 
ovvero, riducendo, 
o, infine, 
1\ {/Cr+u . lì (JC1/+ Il 
Il Ocr , li (le" 
Ma, se consideriamo una terza persona di etù z, ~al'it, Cflll1 'è fa-
cile verificare: 
li- = O(c"-l)e' 11 "". , 
perciò, scelta z in guisa tale che sia 
(4) 
sarà 
Il}I: = n/l..!I, 
cioè : alla considerazione di 1tn {jTllP1JO di due teste (x) (' (~) si 
può sostituiTe la conside1'azione di una sol(/, testa (z), defil/ila 
da7ln 1'elazione (4), 
Questa proprietà della formola eli Gompel'Lz, ffim;sa in evidp!1za 
ela De Morgan, suole chiamarsi proprietà {jo1llpe1'/zi(fJ/((, Pcr C'f;sa, 
lo studio di un gruppo di più teste si riconduco a flue'llo di una 
testa sola: il che, nel campo delle assicurazioni, è di non lieve TllO-
mento, 
34, Proprietà makehamiana, - Se, invece, applichiamo alla 
ftillzione di sopravvivenza la espressione eli Makc·halll, avromo 
dalla (3) : 
n}l,.y = 
I: sX+ll (lcx+ rt . 1: .r;.,'Y + n fl""TtI 
11 S,. (lr ' , 7i SII (I c" 
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()vvero, riducendo, 
1) - ,.271 g(cn_l) (cT+CY) nXy - L . 
Ma, se consideriamo un terzo individuo di età z, sara 
perciò la probabilita che due individui entrambi di eta z soprav-
VIvano alla età z + n. sarà 
P -l) l" - s"7I (J2(cn-l )c=. n Z,Z - Il.1 Z . n.Jr; - - . . 
sicchè, scelta z in guisa che sia 
(5) 2c" = cx+cY, 
avremo 
,,1)z,0 = n}Jx,y, 
cioè: alla considemzione di ~ln g'l'tlppO di dlle teste (x) e (y) si PllÒ 
,sostituire la considerazione di un .q'l'tlppO di due teste, entrambe 
della medesima età z, definita dalla (5). 
Questa, proprietà, che vale per un gruppo di un numero qua-
lunque di teste, suoI chiamarsi makehamiana. Anch'essa ha una 
importanza pratÌca evidente. 
Le principali tavole di mortalità, attualmente esistenti, sono state, 
quasi tutte, perequate mediante la funzione di Makeham. 
35. Calcolo delle costanti della pel'equazione. - La scelta della 
funzione di sopravvivenza è il primo, indispensabile passo per la 
perequazione analitica. Bisognerà però adattar, poi, tale funzione 
alla particolare tavola di mortalità che si vuoI perequare. E per 
far ciò occorre calcolare il valore numenco delle costanti, in base 
ai valori della tavola grezza. 
Metodi generali, per simili operazioni, sono: quel1 0 dei minÌ1m' 
fJ/ladrati, quello dei momenti del Pew'son, quello delle aTee del 
I:SSOLERA, Elem. di Matematica, ecc. 14 
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Cantelli, a volte più vantaggio o del precedente, ed altri, plU o 
meno laboriosi, secondo la natura e la portata del matorialo _ ta-
tistico, cui dovrebbero appli carsi. 
~el caso della mortalità e quando la funziono di sopravvivenza, 
adottata sia quella di Makeham, - la q unI co. a, como '\ clott 0, 
avviene quasi sempre - è molto utile e conveniento l 'aelozione di 
un particolare metodo, dovuto a Iùn,q e JJardy, due illu"tri nl-
tual'i inglesi. 
Il metodo è il seguente: 
Si considerino tre probabilità grezze di sopravvivenza" equidi-
stanti per rispetto alle età cui si riferiscono e ai periodi intormedi. 
Se tutte le età osservate assommano al numero 3n ed Ò .1'0 la 
prima età osservata, si prenderanno, pertanto, in consid0l'aziol1C' 
le tre seguenti probabilità 
In generale, considerando la probabilità "pxo+1'It, in cni J' Ù, ppr 
il momento, un intero indeterminato, se assumiamo come funzione 
di sopravvivenza la formola di Makeham, avremo: 
(6) lxo+(r+ l)n ,(cn 1),<o+r" nlixo+"" = = 8' {J -, ; 
Ixo+"" 
se poi facciamo i rapporti del Jlrimo al secondo e del secondo al 
terzo dei valori ricavati dalla espressione precedente, (Juanclo Vl 
SI faccia rispettivamente l' = 2, 1; 0, si ha: 
(7) 
,.}JXoH~ = {J(cn_ I)2c",. 
n)Jxo 
Prendendo adesso l logaritmi dei precedenti rapporti e facrnrlo 
il rapporto dei logaritmi, si ottiene : 
log nP:r.,,~2n - log ,,}JXo+7L 
]og n/)-;'~/l =- 'log ,,}ix. = (.n, 
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e, quindi, 
(8 ) 1 log ,,1Jxo+21l - log nlJxo+n loa C = - 10 0 ' 
E> n CO> log Ilpxo+ n - log "P"'o 
Il valore di c, così ricavato, dipende, essenzialmente, da tutte 
le 3n probabilità grezze di mortalità che si vogliono perequare. 
Sostituendo poi il valore di c, ricavato dalla formola (8), in uno 
dei rapporti (7), si può ricavare g e sostituendo, infine, i valori 
di c e di g nella formola (6), si ricaverà il valore di s. 
Questo procedimento è stato adottato per la perequazione della 
tavola di mortalità delle 20 Compagnie inglesi . 
36. Tavole di modalità italiane ed estere. - Chiudiamo questo 
capitolo con un accenno alle principali tavole di mortalità, che, 
perequate in massima secondo i metodi precedentemente sÌ)iegati, 
sono in Italia e altrove. 
In Italia abbiamo le sole tavole di mortalità della popolazione 
generale italiana, mista e distinta per sesso, dedotte dai successivi 
censimenti e dall'osservazione delle morti, avvenute in periodi di 
tempo prossimi all'epoca dei censimenti stessi. L'ultima, per il 
momento, si riferisce al censimento del 1901 e . all'osservazione 
dei morti del quadTiennio 1899-1902: essa è il risultato di una 
perequazione in certo qual modo basata sulla ipotesi di Makebam. 
Su questa tavola si basano le tariffe per le pensioni operaie della 
Cassa Nazionale di Previdenza. 
Di recente il MORTARA, avvalendosi dei risultati del censimento 
del 1911 e dell'osservazione dei morti nel periodo dal 1901 al 1910, 
ha costruito una tavola di sopravvivenza, la quale, però, poco si 
presta alle applicazioni, perchè al lavoro di perequazione presiede 
un fine essenzialmente polemico. 
Le Compagnie eli assicurazioni operanti in Italia avevano sta-
bilito la costruzione d'una tavola di mort.alità degli assicmati, ma 
degli studi iniziati in proposito non s'è visto mai la fine. 
L'Istituto .Nazionale delle Assicurazioni, per le sue tariffe, 
e la Cassa JVazionale di Previdenza, per le cosidette assicu-
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razioni popolari, hanno fatto ricorso a tavole straniere di l\~­
sicurati. 
Presso altre nazioni, oltre alle tavole compilate dagli uffici sta-
tali, sulla base dei censimenti della popolazione generale, ne esi-
stono altre, di molta importanza, relative a gTuppi di n sicurnti. 
Per non dire delle vecchie tavole di Halley (1693), di Depar-
cieux (lU6), di Duvillard (1806), di Carlisle (1816), le quali hanno 
ormai un semplice valore storico, fra le moderne meritano eli essere 
ricordate le Tavole delle 17 Compagnie illgle. i (184.3), soguiLl' 
nel 18G3 dalle celebri TClvole delle 20 CompalJlI ie i !llJlesi ('l'hl' 
m01·tality expel'ience of life assurance companies, colleclerl b!l 
the lnstitute of actua?·ies). Queste ultime, che sono state aclojwratl' 
fin oggi da molte compagnie di assicurazioni, anche non inglc8i. 
si distinguono in: tavola IfM , relativa ai rischi normn,li di sesso 
maschile; tavola Hl', relativa a rischi normali di sesso femminile; 
tavola HMF, relativa a rischi normali misti, e tavola DM/', r laliva 
a rischi subnormali misti. La tavola HM, perequata inizialmente 
col metodo di W oolhouse, è stata ulteriormente (1887) perequn.ta 
secondo Makeham. 
Le più recenti tavole di mortalità di assicurati inglesi sono, però, 
relative alle osservazioni del trentennio 1863-1893 (C01nbi /led e.TjJe-
1'ience of assw'ecl lives) collected by the lnstitute o/, actua?'ies ({m/ 
the Facu,Lty of aclllCll'ies in Scottando Londra, 1900). Esse si di-
stinguono in tavole Cl.r;gregate, in cui è tenuto conto soltantu del-
l'età, e in tavole selezionate, in cui è tenuto conto c1e])'età e clelb 
durata dell'assicurazione; per le une e per le altre v'è inoltre la 
distinzione secondo il sesso e secondo la forma dell'assicuntzione 
(assicurazione in caso di morte, assicurazione mista, assicurazioI1C> 
in caso di vita). 
Altre notevoli tavole di mortalità di assicurati sono le due fran-
cesi: TavoZn A-F (ass'tt1'és frallçais ) e Tal'o/a R-F (TeJiliers 
français ), desunte dalle osservazioni di quattro Compagnie fran-
cesi, dal l 19 al 1887, per la prima, e dal 1819 al 18RD, 1>81' la 
seconda, e perequatc, anch'esse, secondo la ipotesi di M alwhmn. 
Sono notevoli anche le Tavolp delle 28 COlllf)(l,fJnie fer!pstl!e. di-
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stinte per sesso e miste, e secondo che gli assicurati avevano su-
bito una completa ovvero parziale visita medica o non ne avevano 
subito affatto. 
E sono, infine, da ricordare le Tavole delle 30 Compagnie ame-
ricane. 
ESEROIZI 
1. Se il tasso centrale di mortalità m% è espresso mediante il valore g' x 
della probabilità annuale di morr.e, perequato col metodo di Wittst.ein, se 
ne trovi la espressione in funzione dei valori grezzi di g",. 
2. Se gx = 0,01091 e i nove valori da gx-4 a 1.J.%+4 stanno in progres· 
tiione aritmetica, di ragione eguale a i~, si calcoli la differenza tra il va-
lore g" %, perequato secondo Finlaison, e il valore cf %, perequato' seconao 
Wittgtein. 
3. Se nella funzione di Gompertz si porte Log c = 0,04, si calcoli l'unica 
età che può esser considerata, invece di ciascuna coppia di età delle due 
serie 
20 30 40 50 60 
30 40 50 60 70. 
4. Qual'è l'età comune delle due teste che possono considerarsi invece 
di altre due aventi l'una 35 e l'altra 50 anni, nella ipotesi di Makeham, 
ammesso che sia Log c = 0,04 ? 
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OAPITOLO III. 
Tecnica delle assicurazioni C). 
§ 1. - Simboli di commutazione e premi unici. 
37. Generalità. - Premessa fondamentale alla orgn,nizzaziolle 
di una qualunque impresa di assicurazioni è l'inda,gillo statisLica 
che dia all'impresa, come sua base tecnica, una le!JlJe di frequenza 
dei rischi intorno ai quali vuoI operare. Una buona esperienza elir;'I, 
poi, se la pregiudizi aIe legge ipotetica risponda ai fatti. 
Si constaterà, in generale, un qualche scarto fra le ipotesi c la 
realtà: tale scarto può avere, o il carattere di e1'J'Ol'e accidentale 
ovvero quello di err01'e sistematico. Nel primo caso le ijloi 'si ini-
ziali si lascieranno inalterate; nel secondo si provvedel'ù ad op-
portune correzioni o ad una completa sosti tuziono, secondo 1'0:;1l6-
rienza suggerisce. 
Se le operazioni dell'impresa riguardano solo la viLa umana, la 
loro base statistica sarà. la tavola di modaliià; e per essa s'è visto, 
nel jJrecedente capitolo, come e con quali limitazioni è appli caLile 
il calcolo delle probabilità. 
Se le operazioni dell'impresa si riferiscono ad animali o cose 
(assicurazioni contro la mortalità del bestiame, contro gl'iJl('encli, 
la graneline, il furto, ecc.), la legge eli frequenza, in generale, sfugge 
alle norme del calcolo delle probabilità; essa è (lUanio mfLi dina-
(1) Si consulti l'art. 7'echnique de l'assu1'ance SU1' là vie, di l:!oauIANN-POU;JUlS 
DU MOTEL, in " Encyclopédie des Sciences mathématiques .. 'forno I, voI. 4°, fasc. 4, 
1911 ; oltre a KING, CZDBER, BnOGGI, POTEIUN DD MOTEL, ecc., già ricordati. 
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mica e non sempre è possibile individuarne, altro che per VIe 
empiriche, il senso e la portata delle variazioni. 
Qui si dirà solo delle assicurazioni sulla vita umana. 
38. Il problema dell'assiourazione. - Il problema generale 
dell'assicurazione consiste in un impegno bilaterale : A accetta di 
corrispondere una somma fissa o variabile, secondo norme presta-
biEte, quante volte un'evenienza, riguardante la vita. di B o di chi 
per lui, si avveri o non si avveri; B o chi per lui, intanto, paga 
ad A il valore di stima attuale dell'impegno aleatorio futuro, che 
A si assume. 
La tecnica delle assicurazioni intende, appunto, al calcolo del 
valore di stima di simili impegni (assicurazioni in caso di vita e 
in caso di morte; assicurazioni contro l'infortunio, l'invalidità, la 
malattia, ecc.). 
Le varie forme di assicurazioni son.o tipi speciali di operazioni 
finanziarie a lunga scadenza, e in esse, come in ogni altra ope-
l'azione finanziaria a lunga scadenza, interviene l'interesse com-
posto. 
Diremo, come al solito, i il tasso d'interesse unitario, v il fat-
tore di sconto, h = loge (1 + i) il tasso di capit.alizzazione continua, 
e supporremo sempre che, quale che sia la durata delle operazioni 
che studieremo, si mantenga i, e quindi v e h, costante nel tempo. 
39. Simboli di commutazione. - Le molteplici operazioni di assi-
cUI'azioni sulla vita, che faremo oggetto del nostro studio, si pos-
sono ricondurre, in generale, ad alcune quantità fondamentali, delle 
quali non sono che funzioni di varia forma, ma tutte non difficil-
mente calcolabili. 
Tali quantità, che si dicono valm'i di commutazione, sono de-
finite dai seguenti simboli: 
(1) 
(2) w-x Kx=~, DX+8, 
l 
(3) 
(-i) 
(5) 
(6) 
- n6-
w-x 
8x = .t, ~X+8) 
" 
(.l-X 
:;"I.n = ~, eXH , 
o 
w .V 
Rx = .t, Mx+s, 
o 
essendo, come si sa, Ix e cl .. rispettivamente il numero rioi vi,Tenti 
all'età x e il numero dei morti in età cla :1' ad x + 1, o o~ il l'at-
tore di sconto per .z; anni . 
È evidente, dal modo stesso eli formazione di questi "alari, ehe 
fra essi sono fondamentali Dx e e..,. Il calcolo dei loro v,dori 
numerici, quando si abbiano le Lavole di sopravvivenzR. o eli mor-
talità, è facile, perchè dalla (l ) e dalla (4) si ha: 
Log Dx = .1' Log l' + Log {x, 
Log ex = (-L' + 1) Log v + Log 11x , 
sicchè, calcolata la colonna dei valori x Log v, per tutLi i valori 
di x, e quelle di Log lx e di Log clx, per omma si ricavano i 
valori numerici di Log Dx e Log ex, per tut.ti i valori di .r. Pas-
sando poi dai logaritmi ai numeri si oLtengono i valori di Dr 
e di ex, per tutti i valori eli .r. 
Osservando, po. eia, che, per la (2), " 
~G)=O, 1\w-I=Dw, J W _ 2 = Dw + Dw l, 
1:\(v-3 = Dw + DW-I + D(v 
1:\x= DG) + DW-I + DW-2+'" + 1)X f2 + Dx+ 1 
e, per la (5), 
)L,=Cw + CW-I + CW -2 + ... + CxH+CxI-I + U"" 
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per cui 
~'" = Nx + l + Dx+ l , 11", =MX+l + CX , 
S I inferisce un modo molto facile di calcolo dei valori di Nz e 
eli ~Ix, cioè per somme successi ve, a partire dal valore estremo w 
della x e risalendo man mano ai valori più piccoli della me-
desima. 
~ello stesso modo, lilla volta calcolati Nz ed Mz, si procede, per 
la (4) e per la (6), al calcolo dei valori di Sx e di R. 
Kella Tav. I sono indicati i valori numerici di Dr, Nz , Cx, 1'1x, cal-
colati al tasso del 4 % e sulla base della mortalità della popola-
zione itali ana d'ambo i sessi (MF), desunta elal censimento del 1901 
e dalle osservazioni delle morti del quadriennio 1899-1902 (I). 
I valori di S~ eel R. t rascuriamo, perchè essi intervengono per 
operazioni a capitale variabile, di cui non ci occuperemo. 
4:0. Premio unico. - Il principio fondamentale che presiede ad 
ogni operazione assicurativa è l'uguaglianza iniziale fra il valore 
di stima del rischio , che l' assicuratore si assume, e la somma o 
premio che l'assicurato deve corrispondere per il fatto dell'assicu-
razione stessa. 
Tale somma, se corrisposta per intero all'atto della stipulazione 
del contratto, suoI dirsi p1'emio unico . Premio unico di una qua-
lunque assicurazione è, perciò, il valore iniziale o attuale dell'ope-
razione medesima. 
(I) Queste tavole e le successive sono tolte dagl i Annali del C"edito e della 
H'evidenza (1908) : Tavole numeriche pel' il calcolo delle operazioni vital'izie 8011''a 
It;W testa. 
La Tavola di mortalità della popolazione italiana, in base al censimento 
'le I 1911, non è ancora pubblicata. 
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Se, verificandosi enLro 1/ anni un avvenimento COl11lt'SSO alla vila 
o alla morte di un a sicurato (x ), l'a icura,tore de\" , pagare una 
somma S, il valore attuale di tale omma non è che la t; peram:n 
matematica relativa, cioè 
S . i r t r qJ (.;-, ." + r ) 
o 
essendo v il fattore di sconto e qJ la probabiliLù dell'av\·enillll'nl o. 
Se fosse qJ (x, x + 1') = l per tutti i valori di 'l' da l ad 1/, ci ~i 
ridurrebbe al calcolo del valore scontato della somma S, pa~!:ahih\ 
dopo n anni; si ricadrebbe, cioè, in opernzioni l1nanzinrie giù stn-
diate nella II Parte. 
41, Premio puro e industriale o di tariffa . - ::)e l'Istitulo a~~i­
curatore non dovesse sostenere spese di ordinaria ummini~lra­
zione, se a spese di acquisizione non anelasse incontro, 1)('1' la 
formazione del numero degli assicurati, e nOIl si ri[lrom ttusse 
degli ntili; se il tasso d'interesse, adottato per il 'alcolo dci Jln~ll1i, 
coincidesse esattamente col tasso di rendimenLo degl'invesLilllPuti 
dei capitali e la tavola di mortalità prescelLn :;tcssc in lJcrfoLt:L 
l'i pondenza con la realtà del fenomeno; si dovTebbc l'iscontrul'c, 
ad operazioni ultimate, l 'uguaglianza assoluta fra l'imporLo COIl1-
plessivo dei premi Tiscossi e l'insieme delle indenni tà pagaLe, 
Il premio calcolato su tali ipotesi dicesi p?'emio pU?·o . 
Nella pratica, invece, la Compagnia vuoI coprirsi dollB speso cui 
va incontro, vuoI premunil:si contro la possibilità di soarLi ùrlla 
mortalità, che le siano sfavorevoli, e tende, in ultima annlisi, a rica-
vare un utile. Procede, pertanto, al ca?'ica?1wuto del [lremio puro, 
cioè ad un aumento implicito, se esso verte sngli ulemenLi eli ('al-
colo elel premio, o, più correttamente, esplioito, se è effc·ttiva-
menLe apportato sul premio puro giù calcolato, 
Questo aumento, per essere legittimo. dovrebbe eSSUl'e cliseilJli-
nato da criteri razionali e non elovTebbe andare oltro cc'rti OJlPsti 
limiti; limiti che non sempre oollimano con quelli segnati dalla 
intelligente conoorrenza e dalla convenienza, non 1'crnLJre illUln i-
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nata, dell'assicurato (è ovvio che se il premio unico equivalesse il 
valore, scontato al tasso d'interesse corrente, della somma assicu-
rata, l 'assicurando provvederebbe meglio ai casi suoi mediante un 
deposito a risparmio) . Invece, si suoI provvedere al caricamento 
con criteri bene spesso empirici. 
I premi affetti da questo caricamento si dicono pTemi ind~l­
st?'iali o di tw-iffa. E son questi i premi corrisposti dagli assi-
curati. 
§ 2. - Assicurazioni in caso di vita. 
42. Capitale differito e rendita vitalizia. - Come appliç;azione 
delle nozioni precedenti, calcoleremo, in questo paragrafo, i premi 
unici di assicurazioni in caso di vita. E, più. precisamente, ci occu-
peremo del capitale differito e della rendita vitalizia. 
Dicesi capitale differito di 1l anni una somma pagabile dopo 
n anni ad un individuo di età attuale x, se questo individuo 6 
ancora in vita. 
Dicesi Tendita vitalizia una successione di più. capitali diffe-
riti pagabili, ad intervalli di tempo uguali, ad un individuo di età x, 
purchè vivente. 
Secondo che l 'intervallo di tempo (peT'Ìodo della rendita) fra un 
pagamento e il successivo è l' anno, il semestre, il trimestr e, ecc., 
la rendita si dirà annuale, semestrale, trimestrale, ecc. 
Ogni capitale differito, di cui si compone la rendita, si dirà 
term,ine della rendita, e, se i successivi capitali differiti sono 
uguali, la rendita dicesi a termine costante. 
Se la rendita è corrisposta solo per un prestabilito numero di 
periodi, dicesi temporanea. Se il primo pagamento h a luogo alla 
fine o al principio del primo periodo, dicesi immediata e rispet-
tivamente posticipata o ant·icipata; se, invece, il primo termine 
è corrisposto solo dopo che sia trascorso un certo numero di pe-
riodi, si dirà diffeTita. 
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Ci occuperemo di varie forme di rendita a termini co tanti, dopo 
premesso lo studio del capitale differito. 
Per maggiore semplicità, ci riferiremo a capitali unitari. 
4:3. Valore attuale del capitale differito. - Il premio unico o 
valore attuale o valore probabile di unn lira, pagabile fra 1/ anni 
a persona di età attuale x, se ancora, in vita, fii suole indicare 
con "Ex, e, per quanto precede, è espresso da 
(7) 
Ma è, come Sl sa, 
IIj)X = 
/x+n 
Ix ' 
perciò, moltiplicando e dividendo la (7) per VX, SI ottieno: 
e quindi, per la posizione (1), avremo : 
(8) 
Si vede, così, che i valori di commutazione Dx bastano per il cal-
colo del valore attuale del capitale differito, quale che sia l'e1.ù .C 
dell'assicmato e il periodo n di differimento. 
44. Valore attuale della rendita vitalizia unitaria posticipatll , 
differita e temporanea. - Quando, all a persona (x), fprmF\. restando 
la condizione che sia vivente, si dovessero corri pondero '1/1 capi-
tali unitari, ciascuno alla fine degli m anni successivi ad IL anni 
di differimento, il valore attuale o premio unico di cluosLa opera-
zione, che è una rendita vitalizia differita eli n anni e temporanr a 
per m anni, risulterebbe dalla seguente somma: 
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'l'aIe rendita, che suole indicarsi col simbolo n/m a., per la (8), 
viene, allora, espressa da 
(9) 
ma 
m (,) - X-lI (.)-X-11 
:E, Dx+n+s = :E,. D"'+Il+ s - :E, D X .f-Il+s 
l l m+ 1 
cioè, per la posizione (2), 
m 
1:, D",+n+B = N "'+n - N "'+ 11+"', 
l 
perciò, sostituendo nella (9), avremo : 
(10) N X+71 - N.x+ n+m "I max = -------,~----'-D", 
Dx 
È questa la espressione, in simboli di commutazione, del premio 
unico di una rendita vitalizia unitaria posticipata, differita e tem-
poranea. 
45. Valore attuale di particolari rendite vitalizie posticipate. -
Facendo su n ed m ipotesi particolari, dalla formola (10) si ri-
cavano varie forme di rendite a termini unitari posticipati. 
Se è n = O e O < m < w - x, la rendita è immediata tempo-
1'anea e, dalla (lO), SI rIcava: 
(11) Nx-Nx~ I",ax = D 
x 
Se è n =l= O ed m = w - (x + n), la rendita è diffe1'ita pe1'petua 
e, dalla (lO), avremo, per il valore attuale di detta rendita : 
(12) Nx+n "Iax = n;;;--- . 
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Se, infine, è n = O e /I/. = W - (x + 11), la. rendita unitaria 0 illl-
mediata perpetua e, per la (lO), il suo valor a.ttualo è 
(13) 
Di solito, si sottointende cbe la rondita SIa, pGl'petna, qunnt 
volte non sia esplicita.mente detto che es a. è temporanea. 
Si vede, dalle formole (lO), (11), (12) e (13), che i va.lori di com-
mutazione Dx e N" bastano l)e1' il calcolo del promio unico dello 
renelite, qualunque ne sia la particolare forma, pUl'cb \ po ·ticipnle 
e a termini costanti. Vedremo che es i bastano anche per lc anti-
cipate. 
4:6. Valore a.ttllale delle rendite vitalizie antioipate nnitnrie. 
È facile inferire dalle formole (lO), (11), (12), (13) lo ::tnalogho per 
il caso in cui la rendita sia anticipata, perchò In rondita nlltiei-
pata difforisce dalla posticipata solo per il fa.Llo che il pagamento 
di ogni termine è anticipato eli un periodo. Il valore attuale della 
rendita anticipata si suoI indicare con a, epperò ]0 ] n"CC'p cl 011 Li 
formole si trasformano, rispettivamente, in 
(l± ) 
(16 ) 
(16) 
(17) 
.r x+n-I - Nx+n+ m-I II/ma:>; = ·Dx ._- -
Nx-I-Nx .... ",- I /7rlax = D- -
, 
Il l ax = 
~x-J 
a;c=~. 
x 
47. Relazioni fra rendite. - Poichè la (lO) può anche scriversi 
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per ]a, (H ) e la (8), avremo: 
(18) 
dalla quale si ricava, per n = O: 
Dx - Dx+>n ) (19 ) / Ill([x = /max- Dx = /max - (l-",Ex, 
per n=l=O e m =w - (x+n): 
(20) 
e innne, per n = O e In = W - (x + n ) : 
(21) ax= ax-1, 
come era da attendersi. 
Si noti adesso che la (11), tenendo presenti le (12) e (13), può 
più semplicemente scriversi 
cioè 
(22) 
Dunque: il valO?'e attuale della rendita vitalizia immediata 
ll.quaglia la somma dei valoTi att~tali della Tendita tempoTanea 
e della differita per ~tn ugual ?Ulmel'O di anni. 
Di più, la (12) può scriversi : 
Nx+ n Dx+n 
n/ax = D- . - D-
x+n x' 
ovvero, per la (8) e la (13), 
(23) 
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cioè: il premio unico della 1'endita l'italizia lIJ1itaria , di/Terila 
di n anni, per ll/1Cl perso7la di etcì x, il egua le al prodotto del 
p1'emio unico del corrispondente capitale differito IIl1itario per 
il premio ~tnico della Tendita v italizia ullitaria iII/mediata al-
l'età x+n. 
-18. Formola rioorrente dolla rendita vitalizia unitaria. 1'P-
nenc10 presente la (23), la relazione (22) può ,cri" ersi : 
(l", = ImO .• + ",E,. ({"'+III, 
e Jll particolare, [leI' 117 = 1, 
ma, dalla (11) e dalla (8), l)e1' m = 1, SI l'lcava 
D"'+-l 1",->-1 lE,c = lla", =~= v 1,. = I"jI-:, 
perciò, sostituendo, si conclude : 
(24) (L", = C)I", (1 + (/"' .... 1). 
Questa formola ricorrente fra due rendite immediate, 1'ehLLive a 
due età con~ecutive, è importante pe1'chè, quand'anche n011 si ah-
biano i valori di commutazione D. e Nx I permeLte il calcolo dci 
premi unici delle rendite vitalizie, per qualunque {l', sulla b a~(' 
dene sole probabilità p~ di sopravvivenza annua] i. Invero, dalla (~4-), 
al variare di x a par tire dall'età estrema w, SI n cava : 
aw =0, 
aw-2 = r, ZJc.)-2 (l + a6)-1), 
aw-3 = V1J6J- 3 (1 + a6) -2), 
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dalle quali relazioni. quando si conoscano lJvJ-1 • P(,)-2 ... si rica-
vano i valori di a(,), Ct(,)-l, a(,)-2 ... 
Si noti, per altro, che 
ma è 
a", = V1J", (1 + a",+I) = V1J", + V1J", . 1.:1Jx+ 1 (1 + oX+2) = 
1"'+1 }J",P",+I1J"'-t 2 .• ·1Jx+n-l = - l", 
ovvero, eliminando fattori comUlll al numeratore e al denomi-
natore, 
perciò la rendita et, può, m ultima analisi, assumere la seguente 
espressione: 
o anche 
(,)-x (,)-'" 
o", = 1:., VS s1)", = 1:., sE",. 
l l 
Questa formola dimostra che, prendendo le mosse dalla formola 
ricorrente (24), si perviene alla formola in funzione del calJitale 
differito, mediante la quale avevamo dennita la rendita vitalizia; 
così come, partendo da questa formola, si era dedotta la formola 
ricorrente (:34:). 
La colonna (1) della Tav. II contiene i valori eli Ch per tutte le 
età x, calcolati dai valori eli commutazione della Tav. I, cioè 
sulla base della mortalità della popolazione italiana (MF, 1901) e 
del tasso d'interesse del 4: %. 
INSOLERA , Elem. di jlatematica, ecc. 15 
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49. Valore attuale della rendita vitalizia frn.zionll tll. - Il pa-
gamento delle rendite, di solito, vien fatto in l'ate h'imestl'ali o 
semestrali. Per la validità delle precedenti formole, bi,ogncrebbl', 
in tal caso, che anche il periodo della tavola di mOl'LaliUt l'o , c il 
trimestre o il semestre. Ma 'è detto (n. 23) che, in g nemIc, qnnnto 
più è breve il periodo, tanto meno attendibile ric c ]n, bvola che 
si costruisce, perciò torna più conveniente passaro dai va Iori delle 
rendite, calcolate su periodi annuali della tavola di mortalitl1, a 
quelli delle rendite, pagabili per fr:1zioni di anno, mediante una 
opportuna correzione. 
Sappiamo che il valore attuale della rendita unitaria ax , anti-
cipata di un intero anno, se l'anno è il periodo della tavola, 
vale uno di più del valore attuale della rendita posLicipata IV. for-
mola (21)]. Se la rendita vuolsi pagare, non con anticipazione 
di un anno, ma con un anticipo pari ad una Jrazione di anno, 
si può assumere, come valore attuale della rendi La corrispon-
dente, quello che si ottiene da a", e da Ctx inLerpolando per parti 
f s proporzionali. Allora, la rendita anticipata di una razione cii 
1/1. 
anno, sarà, per la formo l a, (l G)-II-I, 
ma è 
perciò il valore attuale di questa particolare rendita, in prima 
approssimazione, è: 
s 
Ox + --;-/ . Il , 
Pertanto, se, alla fine d'ogni frazione pari ad 1 di anno, vien pa-
?n 
gata una lira, il valore attuale di tale rendita sal'à la somma dei 
valori attuali delle rendite unitarie 
in-l Gx+--m-' m-2 l Gx+ - , ... , 0.,+ - '-1 ' ' m Il , Oz, 
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che vi corrispondono; cioè sarà eguale a 
ovvero a 
m(m-l) max+ -~---'--2m 
Volendoci, poi, riferire alla renelita unitaria pagabile in rate, cia-
scuna eli l eli lira, e alla fine eli ogni perioelo pari ad ~ eli anno, ?n m 
rendita che si suoI indicare col simbolo a~m), basterà dividere la 
preceelente espressione per m; si avrà allora: 
(25) 
In particolare, se la rata è semestrale, sarà m = 2, se trimestrale 
sarà m = 4 e, perciò, rispettivamente 
(2) _ +~ a", -a", ± ' 
3 
a(') -a + --
,, - '" 8' 
È ovvio, per quel che precede, che, se i pagamenti fossero an· 
ticipati, sarebbe 
o, per la (25), 
ovvero, anche 
(26) 
1 
a(m) = a(m) + -
x x ~}n ) 
m-l 
a(m) = a", - ---
z 2m 
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Si inferisce, pOI, dalla relazione (23), 
I (m) E (m) E ( + III - 1 ) 11 , Q ;r = 11 X a:r+n = ti. -1 X nX+ ll - Q , 
.J ili 
cioè 
(27) 111 -1 Il /a~") = n llax + - "Ex_ 
- 2m 
È pOl, per la (22), 
e quindi, per le (25) e (27), 
?n 1 III-l 
/ a(m) - a + - -- - "/a,,, - E 11 " - x 2171 2 -il1 11 -~, 
ovvero 
(28) / () / ( E)m - 1 Ila;' = lIax + l-,,;x 21n 
Formole analoghe si ricaverebbero nella ipotesi eli pagamenti 
frazionati anticipati_ 
50_ Annualità oontinua. - Nella ipotesi che le frazioni d'anno, 
alla fine di ognuna delle quali sia da pagare la rata di rendita, 
tendano a diventare piccolissime e, quindi, il numero elci paga-
menti grandissimo, la capitalizzazione degli interessi tende a 
divenire continua e la rendita corrispondente si suoI chiamare 
annualità continua_ Indicanclone il valore attuale con o:r, un 
suo valore approssimato si otterra dalla (25), passando al limite· 
per m = ro, cioè: 
ma 
?n-l a", = lim a~m) ~ ax + lim 2111 
llID- 1/1 - 1 l-- =lm 21n m=" 
1 l-m 
2 2' 
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jJerciò 
Analogamente, si otterrebbe dalla (26): 
cioè 
com'era da attendersi, data la continuità. 
Dalle (27) e (28), per m = 00, si ha poi: 
51. Rendita vitalizia completa. -- Finora abbiamo considerato 
rendite pagabili alla fine o al principio di ogni periodo nel 
quale il vitaliziato sia in vita. Vogliamo adesso vedere quali cor-
rezioni siano da apportare alle formole già stabilite, qualora si 
faccia l 'ipotesi che si debba corrispondere la qnota-parte o pTO-nda 
di rendita, relativa al tempo (minore di un periodo) compreso fra 
il pagamento dell'ultimo termine di rendita e la morte del vita-
liziato, se questa avviene, com'è in generale, durante la decorrenza 
di uno dei periodi . Rendite così fatte si sogliono chiamar complete 
e si rappresentano col simbolo a. 
Un'espressione approssimata di tale rendita si può costruire se-
guendo l'ipotesi di Moivre, cioè ammettendo che le morti, nell'unità 
di periodo, si distribuiscano in maniera uniforme o, ciò che è lo 
stesso, siano concentrate a metà del periodo. Se la rendita è fra-
zionata e pagabile nel giusto mezzo di ogni periodo, pari ad ~ 
m 
dell'anno, ammessa l'ipotesi di Moivre, essa rendita sarebbe COffi -
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pleta e il suo valore attuale si otterrebbe come media dei yalori 
attuali della rendita pagabile al principio e di quella pagnbilE' 
alla fine di ogni periodo; sarebbe, cioè, pari n 
ovvero, per le (25) e (26), 
m-l + 111 +1 
2a.,+ 2m 2m =0., +;" 2 _ 
L'unica differenza fra questa rendita, co,ì calcolata, e quella 
completa, cui vogliamo pervenire, consiste nel faLto che il puga-
mento dei termini della rendita ha luogo, non IleI giusLo mezzo, 
11 fi d" " "cl 1 "' d t 1 B L ma a a· ne l Oglll peno o 1n' clOe opo un empo 2?71" as a, 
1 pertanto, scontare quel valore rispetto al tempo 2 per avore il 
m 
valore richiesto, il quale è, dunque: 
Si noti che, per la formola di Newton (che si dimo tra valida 
anche nel caso di esponenti negativi e frazionm"i), e seudo 
quando si trascurino i termini contenenti i a potenze maggiori 
della prima - il che può farsi, essendo i molto piccolo si Ot-
tiene: 
'(m) _ (O + l) (1 __ i ) 
a% - '" 2 2m . 
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In particolare, se ?n = 1, verrebbe 
Q anche 
" (1 i) + 1 i a.v = -- 2' ax 2 - -4' · 
Chiudiamo questo paragrafo con un'esemplifica7.ione numerica. 
ESEMPIO. - Si calcoli il premio unico puro, per una persona eli 30 anni, che 
si assicuri: a) con dec01Tenza dal 60° anno, unct rendita vitalizia, temporanea 
pel' 10 anni, pa.qabile in rate tl'imestrali posticipate, ciascuna eli L. 250; 
b) un capitale di L. 4500 al compimento del suo 70° anno, se in 'Vita 
(Tav. di sopravvivenza Ml<~ (1901) e tasso 4 %). 
L'operazione finanziaria di cui si tratta consta di due operazioni elemen-
tari: per la prima ci rifaremo al calcolo di 30/ ,oa~~, per la s!l,conda al 
calcolo di ~OE30' Il premio unico richiesto è 
Ora, tenendo presenti le formole (lO), (23) e (27), si trova agevolmente 
€, per la (8), SI ba : 
E _D,o 40 30 - -D . 
30 
D'altra parte nella Tav. I si trova: 
sicché 
DSII = 4179,7 
D,o = 1864,4 
N so = 39459,6 
N,o = 11052,0 
D~u = 19157; 
1864,4 
40E lO = --"-1::-91=-=5'::::7- = 0,0973, 
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e, infine, 
p = 1000 X 1,528 + 4500 X 0,0973 = L. 1%:;, 5. 
È questo il premio unico da versare, nelle condizioni ùel problema. 
ESERCIZI 
1. Si e prima il tasso centra le III,· di mortalità in funziollo ùel simbolo 
di commutazione Do:, e se ne calcoli il valore numerico per .c = 35, me-
diante la Tav. L 
2. Si esprima l::L viLa media ex in funzione dei simboli di ('Ollll1Jllta-
zione DJ) ed N"" e e ne calcoli il valore numerico per .v = 35, llleclillut,e 
la Tav. I. 
3. Si calcoli i l valore attuale, per una persona di 27 ,tllni, ai Ulla rOllllila 
annua vitalizia posticipata di L. 2400, con deconenza dal 55° alino ai etiL, 
e la misura della rendita posticipata equivalente alla prima, ma differiLa 
di 26 anni e riferita a persona di 34 :1nni. 
-i. Una persona di 40 anni, che versi L. 6833, vuoI assicurarsi a a:; ~111I1i, 
se in vita, un capitale di L. 5000 e una rendita nnlllla posticipata, di cui 
si chiede la misura. 
5. Qual'è il premio unico di un'assicurazione che garantisca, ,1 UlHt P(1)'-
sona di 25 anni, una rendita vitalizia anticipata mentii le di L. 300, con 
JeGol'l'enza dal 50° anno j oppure il godimento di un capitale doppio (leI 
premio unico, alla data da calcolare '? 
~ 3. - Assicurazioni in caso di morte e miste. 
52. Premio unico dell'assicurazione" vita intera". - Questo 
paragrafo dedichiamo alle assicurazioni in ca:o di morto c> lt 
qualche forma mista eli operazioni in caso di vita o di o[wrazioni 
in caso di morte. 
Ci riferiremo sempre a rendite o capitali unitari. 
La forma tipica ùell'assicurazione in caso di morte e la, così detta, 
vita intel'a: l'impegno, cioè, di pagare un capitale in caso cii 
morte, in qualunque epoca questa avvenga. 
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Indichiamo con A. il premio unico puro dell'assicurazione um-
taria e cerchiamone il valore. Notiamo che una lira, pagabile 
dopo s + 1 anni a una persona avente attualmente x anni, qualora 
questa muoia fra l 's esimo e 1'03 + l esimo anno da oggi, ha al presente 
un val ore probabile 
e poichè (x) può morire in ogni tempo, cioè sono possibili per s 
tutti i valori interi da O ad w - x, cosÌ il valore probabile cer-
cato sar à 
ma è 
perciò 
Q - X 
.d", = ~s /-s-t-l s(jx; 
o 
Q-X (lx+s Q~X vx +s+1 clx-+ s 
.Ax = ~s [;8+1 , o Lx = 7js --/}---XY;--
ovvero, in simboli di commutazione, per le (1) e (4), 
.dx = 
e, infine, per la (5), 
(29) .dx = -~: . 
I valori di Ax, per t utti i valori di x dedotti dagli Mx e D. di 
cui alla Tav. I, sono con tenut i nella colonna (2) della Tav. II. 
53. Relazione fra assicurazione" vita intera" e rendita vita-
lizia. - È facile stabilire una relazione fra l'assicurazione uni-
taria A., in caso eli mOl"te, e la rendita unitaria. Invero, essendo 
(/'X +8 = lx+s - lX+8+1, 
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sarà 
sicchè 
CJ-X (JJ-X (A)-X 
1:: CXt-B = l' 1:: D.H8 - !ì Dxt-B +- I, 
o o (I 
cioè 
Allora, per la (29), 
o anche, per le (13) e (17), 
Ax = L' ax - ax , 
o, per la (21), 
Ax= 'v -(1- V) ax, 
o anche 
Ax = 1 - (1 - r) ax. 
Il complemento aritmotico del fattore di sconto si suol.e i ndi-
care, come s'è già detto, con d, perciò le due ultime l'edazioni si 
trasformano in 
Ax = /1 - daJ; 
e 
(30) A.c = 1 - (I ax ' 
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54. Premio unico dell'assicurazione temporanea e differita. -
Se l'assicurazione fosse temporanea, cioè limitata al caso di morte 
entro un periodo n di anni, verrebbe 
e quindi 
(31) 
n-I 
:E, Cx+s 
O i "Ax = --'---;D=C---
x 
w-x w-x 
:E, Cx+s - :Es Cx+s 
o " 
Dx 
I A - M:,,-MX+l1 n x - Dx 
Se l'assicurazione fosse soltanto differita di n anm, verrebbe 
ovvero 
(32) MX +-1! nlAx = Dx 
Se, finalmente, l'assicura,zione fosse differita di 'In anm e tem-
poranea per n - 'In anni, si ricaverebbe facilmente 
Sommando le (31) e (32) SI rIcava, poi, 
Ax = !"An + nlAx, 
relazione analoga alla (22), fra le rendite. 
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55. Capitale assicurato, pagabile prima della Ilne !lell'lInno 
della morte. - Se la lira a. iCUl'ata è paga.bile, non alla fine del-
l'anno, ma alla fine della fraz ione 1 di anno nolla. qualo ,"'-In 
viene la morte, il premio unico dell'assicurazione i indica con A (n I 
e può desumersi, con a.pprossimazione, da A x , ammettendo eguale 
probabilità di morte in ogn\lna delle frazioni ';L in cui può 
dividersi l 'anno. Come valore di A~'") può, allora, as umcl'si la. 
media aritmetica dei valori di A E , aumentati dei relativi int 1'es>:i, 
rispettivamente per m-l, m - 2, In - 3 . .. 1, O frazioni 1 di 
711 
anno, cioè: 
Ax ~ ~ ~ A~"') = m [1 + (1 + i)n. + (1 + i)m + ... + (1 -+- i) II> I 
no 
Ax (1 + i);;;-l 
=-·- --- 1 - =A",- l 
m (1 + i)'" - 1 in [ (1 + if" - 11 
Ma è (v. n. 3:1:-II-II) 
l 
?n [ (1 + iY. - J] =jm, 
perciò si conclude 
(33) 
cioè : dal valore attuale d'una lira, pagabile all a fine dell'anno i tl 
cui muore (x), si ottiene quello della lira, paga.bile all a fine de]] CL 
f · 1 di raZIOne .-
m 
un coefficiente, 
anno nella quale (x) muore, moltiplicando P('l' 
definito dal rapporto del tasso i di ca.pitalizza-
zlOne annua al tasso equivalente ,im di capitalizzazione ]lor (le-
1 
riodi di anno. 
m 
In particolare, se m fosse crescente fino a divenire grandissimo, 
co ì che la lira as icurata tendesse a divenire llagabile subito dopo 
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la morte, il valore attuale di tale assicurazione si potrebbe desu-
mere dalla (33), passando al limite per m = ro. Indicando tale va-
lore attuale con A., si ha: 
- i 
Ax = -1-' - .- Ax, 1m.J .. 
m=XI 
cioè (n. 35-H-II) : 
- i 
AX = l)Ax . 
56. Premio unico dell'assiourazione mista. - Una operazIOne 
assicurativa molto comune è la assicuTazione mista. Con essa una 
persona (x) chiede il pagamento di un capitale alla sua morte, se 
questa avviene entro un certo periodo n di anni, oppure alla fine 
dell'n7nO anno, se è ancora in vita. 
La definizione medesima mostra che tale operazione risulta da 
due forme elementari: un'assicuraziòne temporanea, in caso di 
morte, e un'assicurazione di capitale differito, in caso di vita. Con 
riferimento al capitale unitario, il valore attuale dell'una è /nA., 
definito dalla formola (31); il valore attuale dell'altra è "Ex, de-
finito dalla formola (8). Sicchè, il valore attuale o preIlllO UlllCO 
dell'assicurazione mista unitaria risulta eguale a 
(3,1,) I A + E - Mx - Mx+n + Dx+ n n:n n x - Dx 
Se si convenisse il pagamento di un capitale alla morte di (x), 
in qualunque tempo essa avvenga, ferma restando la condizione 
del pagamento del medesimo capitale alla fine di n anni, se (x) è 
in vita, l'assicurazione risulterebbe di un valor capitale doppio e 
la si distingue dalla precedente dicendola, appunto, mista a capi-
tale Taddoppiato . Al posto dell'assicurazione temporanea bisogna 
sostituire, in tal caso, l'assicurazione vita intera, e perciò il premio 
unico riesce pari a 
(35) 
- 2~1 
Chiudiamo il paragrafo con una e emplificazione numerica. 
ESEill'IO. - Una persona di 35 anni voglia as icurarsi pel' L. 25.000, pa-
yabili alla fine dell'anno in wi 1n1to1'e, con facoltù di trasformare a lìO Olllli, 
se in vita, l'operazione in una costituzione di equivalcl/te 1'cnclita aUl/ila l'ila-
tizia posticipata. Si calcoli il premio unico dell'operazione e il le1'lnil/c dd/a 
rendita CIIi a'VI'ebbe rli1'itto l'assicurando (Tav. di sopravvivel17,a Ml~ (1901) 
e tasso 4 Ofo). 
Il premio unico risulta facilmente da 
p = ~5000 X A35 , 
e siccome dalla Tav. II si ricava 
A35 = 0,3202!:l, 
così S1 conclude 
p = 25000 X 0,32029 = L. 8007,25. 
D'altra parte, P può ottenersi considerando l'operazione come risull,an(e 
da un'assicurazione temporanea per 25 anni in caso di morte, e ela U1111 
costituzione di rendita vitalizia differita di 25 anni, di termine incognito .v. 
Sarà perciò 
da cui 
ma è 
e 
perciò 
cioè (Vedi Tav. I) 
x = 25000 M60 
Nr.o ' 
. - 9~000 2501,288 - L 1585 
x - ~V 394.59,6 -. ,. 
Il premio unico richiesto è, dunque, di L. 8007,2;') e il termine della 
rendita voluta è di L. 1.58,5 annue. 
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ESEROIZI 
1. Si calcoli il premio unico che assicuri, a una persona di 40 anni, il 
pagamento di 15.000 lire in caso di morte, in qualunque epoca essa av-
venga. Quale sarebbe il capitale assicurato se l'operazione fosse tempo-
ranea per 20 anni "? 
2. Qual premio unico occorre per garantire il pagamento di L. 10.000 
a una persona di 32 anni fra 25 anni, se in vita, oppure la restituzione del 
premio stesso agli eredi, alla fine dell'anno in cui l 'assicurato muore, se ciò 
dovesse avvenire durante i 25 anni di differimento? 
3. Nelle ipotesi dell'esercizio precedente, si calcoli il premio unico se, 
invece della restituzione del premio, si garantisca agli eredi, in caso di 
morte dell' assicurato, in qualunque epoca essa avvenga, il pagamento 
della stessa somma che sarebbe corrisposta dopo 25 anni all'assicu~·ato, se 
lU vita. 
4. Una persona di 30 anni vuoI assicurarsi il godimento di un capitale 
di L. 15.000, se in vita, dopo lO anni, ovv·ero lo stesso capitale agli eredi, 
e muore non prima di lO anni e non dopo 20 anni, ovvero, infine, a sè 
medesimo una rendita vitalizia equivalente a quel valore capitale, se fra 
30 anni è in vita. Si calcoli il premio unico di questa operazione. 
§ J. - Premi periodici, riserva matematica 
e bilancio tecnico. 
57. Premi annui. - Tranne che per la costituzione di rendite im-
mediate, per le quali è indispensabile il pagamento del premio unico 
corrispondente, per ogni altra forma di assicurazione è lasciato in 
facoltà dell'assicurato di versare o un premio unico, per una volta 
tanto, o di fare dei pagamenti periodici, secondo norme e criteri 
prestabiliti, e tali che a quell'unico equivalgano. In questa seconda 
ipotesi, per il fatto della periodicità dei versamenti, i pagamenti 
parziali si diranno premi periodici. Il premio periodico può essere 
annuo, semesb·ale, trimest1-ale, mensile, ecc., secondo che il periodo 
prescelto dall'assicurato, cioè l'intervallo di tempo frapposto fra 
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due pagamenti consecutivi, è l'i pettiyamente l'anno, il . 0mc, l l'l", 
il trimestre, il mese, ecc. 
La società a sicuratrice riscuoterà i premi pc.riodici ~e ed in 
quanto l'assicurato è in vita, cl1(\ con la morte di que ti, ce::;sa qua-
lunque é1iritto di quella a ulteriori premi. Ogni premio ]leriodieo 
è, pertanto, un vero e ln'oprio termine di rendita. che l"a:;. i 'maLo 
paga all 'assicuratore. Il valore capitale iniziale di questa l'l'ndita 
è il premio unico. 
Con riferimento a premi annui, poichò il pngamento dei premi 
è sempre anticipato, detto P il premio annuo e A il valor attuale 
dell'assicurazione, dovrà essere, per quel che precede, 
A=P . a 
e quindi 
(36) 
È questa la relazione fondamentale per il calcolo del prelllJO 
annuo costante di un'assicurazione di valore attuale A. 
Per esempio, per una testa (x) l'assicurazione di una lira in caso 
di morte (vita. intera), vale inizialmente, come sappiamo, 
M:r 
Ax= DJ>' 
c il rapporto di questo, che è il premio unico, al valore attualE: ~I ., 
della rendita unitaria anticipata, dà. il premio annno p .v , cliP 
dev'esser corrisposto da (x) nnchè vive; esso è, pertanto, per la (]'i), 
(37) p _ Ax _ Mx . Nx-l x- a", - Dx ' D.c 
Mx 
Nx-l 
L'assicurato può volere che il premio sia da lui versato soltanto 
temporaneamente. Se vuoI versare n premi si dovra aVAre 
A=P./"a. 
- 241 -
Per l'assicurazione unitaria Ax in caso di morte il premio /nP." 
verrebbe, per la (15), 
(38) M", /"P", = N N---
",-1- ",+,,-1' 
La (37) e la (38), per la relazione (30), si trasformano, poi, in 
l-da", 1 p", = = - - rl, 
a'" a", 
1- da", /nP.,=-" ---'-
/ 1laX 
l-dn/a", 
_--,-_-'-1 ______ • _ cl 
/"a", . 
P1'emio frazionato. - L'assicurato può preferire il pagamento 
di premi semestrali, trimest.rali, ecc., in generale, può vòlere la 
suddivisione del premio annuo in m r ate, ciascuna pagabile al prin-
cipio di ogni frazione -.l dell'anno. n premio annuo pagabile 111 
rn 
rate anticipate si otterrà, allora, c1alla relazione 
Così per es. la (37), per la (26), si trasformerebbe 111 
p(m) _ M", . ( _ 1n - 1 ) 
x - D", . ax 2??~' 
ovvero 
Mx 2mD", 
p(m) - -- • -o:----c;~---;-----:-~,.-
'" - D", 2mN",-1 - (m -1) D", ' 
e, infine, 
2mM", 
p(m) = _----,,-~,.-
'" 2m N., + (m + 1) D", 
Diamo un esempio numerico di calcolo dei premi annm. 
ESERCIZIO. - Una persona di 35 anni contl'ae un'assicurazione ad effetti 
multipli, e precisamente: 
ISSOLEltA, Elem. di Jlfa,temcLtica, ecc. 
- :3-12-
a) un capitale di L. 25.000 il/ ca/;o di lIIorte (/il/e allI/o) prill/f1 cll'[ 
65° anno di età j se in vita a tale età ha facoltù di: 
bI) o rimanere assicurato per il m.edesimo capitale iII C(/SO di IlIorlr " 
aver diritto: o ad una rendita immediata posticipata OI/I1Ua, il ('/Ii furmi//(· 
sia pari al Pl'emio annuo dell' assicul'Oziolle) o a risc/(olerlle il corrislJOII-
drmte valor capitale j 
b2) ovvero riscuotere il/lalore capitale e dell'assicurazione il/ ClISO di 
morte e della rendita) e ?'escinelere il cOill mito. 
Si calcoli il p/'emio anlluo temporaneo per 30 alli/i I rra\'. di sopmvvi-
venza italiana lIIF (1901), tasso -1 0 /01-
Notiamo subito che le due condizioni bI) e b2) si equivalgono, dal jlllnto 
di vista dell'onere che comportano; perciò, agli efretti del premio, basta COIl-
siderare le condizioni a) e bJ 
La condizione a) è un 'as icumzione in caso di morte, tempol'ftncn per 
30 anni. 
La condizione bJ risulta di due operazioni elemenLari: un'assicu razione 
vita intera, differita di 30 anni, per L. 25 .000, e un a rend ita, difi'erilll pure 
di 30 anni, di cui ogni termine si,~ x, se x è il premio annuo cercalo. 
Si ba dunque: 
ovvero, per la rela,zione (22), riferita alle assicurazioni 111 caso di morte, 
o anche 
e quindi 
25.000 A35 
x = /30aas - 30laas ' 
o, 10 simboli di commutazione, 
Dalla Tav. I Si ricava : 
M 35 = 4.861,17, 
1\3\ -= 268.212, 
25.000 Ma. 
NSI = 25.337 ,2, 
Nsr; = 22.41:),3; 
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epperò, sostituendo, 
= 12.1529.250 = L 55120. 
x 220.459,5 . , 
L'assicurato a 65 anni, se vivente, invece della rendita può riscuoterne 
il valol" capitale, che è, ovviamente, 
551,20 X a65 ; 
ma nella Tav. II SI trova 
a65 = 7,672, 
perciò, il capitale che, !ll luogo della rendita, può ritirare a 65 auni l'as-
sicurato è pari a 
551,20 X 7,672 = L. 4.228,81. 
Se vuoI sciogliere il contratto, avvalendosi della clausob bz), l'assicurato, 
oltre alla precedente somma, avrà diritto .al valor capitale, a 65 anni, del-
l'assicurazione di 25.000 lire in caso di morte, che è 
25.000 X A 65 ; 
ma nella Tav. II si trova 
A65 = 0,66647, 
perciò il valore capitale cercato è 
25 .000 X 0,6647 = L. 16.661,75 (') . 
In tutto, dunque, l'assicurato, avvalendosi a 65 anni della clausola bz), 
riscuoterebbe un capitale di 
16.661,75 + 4.228,81 = L. 20.890,56. 
58. Contro-assicurazione. - Qualche volta l'assicurato chiede 
che nella polizza (contratto di assicurazione) sia inserita la clau-
(I) Si vedrà più in là che, in ca~o eli riscatto, gli istituti assicuratori resti . 
tuiscono soltanto una parte del valor capitale. 
I~SOJ .. Y:;RA, Elem. di jratematic(~ ecc. 16* 
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sola cilella restituzione all'assicurato o ad altri per lui cloll'insiolllL' 
clei premi già pagati, qmmte volte non abbia ad av"erarsi l' vonto, 
per il quale l'assicurazione è stabilita. Que ta conc1iziOM snolhia-
marsi contl'o-aSsicU1'azione, pel'chè verte su un fenomeno inv01'>,0 
a quello cui l'assicurazione si riferisce. 
Vediamo di stabilire un criterio per il calcolo del premio annuo, 
in queste particolari condizioni. 
La clausola di contro-assicurazione, a sè slante, è una a~'icnra­
zione in caso di vita, se l'assicuraziono clireLta è per il caso eli morlo, 
o viceversa. Se l'a sicurazione diretta è complessa, risulta ('iol\ 
dall'insieme eli t)iù operazioni elementari, In contro-assicurazione 
potrà riferirsi all'una o all'altra di que te, e si esplica in un modo 
piuttosto che in un altro, secondo la particolare ·]ssiou1'.\ziono r10-
montare cui fa contrasto. 
Premio annuo del capitale diffe?·ito, COli cont/'o-assicli/'aziol/l'. 
- Se, per es., ci riferiamo all\\ssicurazione unitaria Lompornnoa 
in caso di morte, il cui premio unico è I"A,", la clausola clelia. 
contro-assicl1l'azione, vuoI significare, allora, che i premi, png;,J.i 
durante gli n anni, debbano essere restituiti so (:1') alla Jino degli 
n anni vive. In tal caso, se z è il premio annuo che si cerca, lloidlù 
la contro-assicurazione non è che un'operaziol1e di capitale differito 
di n anni e per un importo di nz, il premio unico eli qU0Rla par-
ziale assicurazione sarà: 
n::; "E"" 
e perciò, per la (44), sarà 
cioè 
/IIA'" + 11::: "E", 
::: = ---/llaX---
e quindi, In simboli di commutazione, 
1L-1Jx +n 
~ - -C;r\"'T~x-_-l- N.c+u-l - 1/~ DJJ+1l 
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Se la stessa clausola fosse applicata ad una mista semplice, il 
premio annuo dell'assicurazione, per la (3-!) , verrebbe 
M x - Mx+n + D x+n 
N~-l- Nx~.n-l - nDx+n 
Analogamente si procederebbe per altre forme di aSSlCuraZlO ne. 
59. Riserva matematica. - S'è visto che principio fondamentale 
per la determinazione dei premi periodici è che il loro valore, ri-
ferito all'origine dell'operazione, eguagli il valore iniziale dell'im-
pegno assunto dall'assiclU'atore. Ora, se i premi fossero crescenti o 
decrescent.i nel tempo, secondo varia la probabilità del rischio per 
il quale l'assiclU'azione è stipulata, l'eguaglianza iniziale degli im-
pegni dell'assicurato e dell'assicuraiore dovrebbe sussistere in ogni 
tempo successivo. Il fatto, invece, che, per comodità dell'assicurato 
e dell'assicuratore, il premio è o unico o periodico e costante in 
ogni successivo periodo, stabilisce, man mano, alla :fine di ogni 
periodo, delle disuguagli anze, di varia entità, fra l 'impegno del-
l'assicuratore e quello dell'assicurato. 
Quante volte l'impegno del primo superi quello del secondo, bi-
sognerà che l 'assicuratore possegga la differenza, per poter far 
fronte all'eventuale realizzarsi del rischio assicurato. È, appunto, 
questa differenza che costituisce la riserva matematica, riserva 
indispensabile al buon andamento dell'azienda assicuratrice. 
Se l 'assicurato versa il premio unico è ovvio che egli rimane 
sempre, dmante il tempo in cui l'assicurazione è in vigore, credi-
tore (l) dell'assicuratore, il quale, pertanto, deve possedere sempre, 
durante questo tempo, il valore di stima di questo credito. La ri-
serva matematica perciò, in tal caso, pur variando da un tempo 
all'altro, rimarrà sempre positiva. 
Se l' assicurato versa premi periodici, la riserva m atematica può 
(i) Si vedrà appresso che ciò ha un Rignificato assoluto, nei riguardi della 
massa degli assicurati, ma soltanto relativo, nei riguardi dell'assicurato singolo. 
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esser negativa: in tal ca o, l'a sicuratore il crcditore dell'assicurato, 
c, se questi rescinde e il contr atto, quello i trovel"bbe in ]lpnlit n. 
In generale, gli i t ituti assicuratori evitano l'eserciziu lli operazioni 
che implichino 1ft necessità di riserve negMive e, per lJllello clip 
esercitano, stabiliscono limitazioni tali da esc ludere questo, lìecp:,-
sitù. Comunque, rimane sempr e la possibilità, per evcnluali Y:l-
riuzioni del contratto di assicurazione o per altre l'agic)]Ii, clpl 
verificarsi di ri serve negative. Conviene allora, per prudenza, con-
siderare come certa l a perdita eventuale e, conseguen(pmen(l', eh 
porre in bilancio zero a l posto delle ri el've negative. 
60. :Uetodo prospettivo e retrospettivo per il calcolo della, ri-
serva matematica. - Sia A il premio unico (li un' assicurnz iol1p 
contratta da una persona di eta x, e sia A I') il premio 1I11ieo della 
medesima assicurazione, stipul ata però con persona cii etA .1' + s. 
Con riferimento alla persona, di eta x, il valor dcll 'impegno (1('1-
l 'assicuratore, dOl)O s anni dall'inizio dell'operazione, ,ar:\ .A I.). 
Se (x) h a ver sato inizialmente il prcmio unico A, egli non deve 
al tro all'assicuratore, e la ri serva matematica ,V .• , dopo s anni di 
vigore del contr H.tto, sarà, appunto, 
sV" = A(s}. 
Se, invece, (x) versa un premio annuo P, egli, dopo S f1,nn i dalI" 
stipulazione del contratto , eleve ancora a.ll 'assicuraLol'c 
P. a(s) , 
intendendo con al') il valore attuale, al tempo .r + s, dell;L rundita 
unitaria anticipata, estesa a tutto il tempo futuro , durante il <J1W10 
dovranno esser pagati altri premi. L a riserva matematica ,V," ~a l'ù . 
pertanto, 
(39) 
Se la polizza andasse in vigore all'età .'E + s, il premio li 1111110 
risulterebbe 
Ala 
p(s) = 
a(a) 
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da (;Ul 
A(s) = p (s) a(8) , 
e. sostituendo nella (39), 
(39') sYr. = (p (.) - P) a(s) , 
la. qual e esprime la rIserva matematica, indipendentemente dai 
premI UlllCl. 
Si noti che, se fosse 
all'assicurato converrebbe abbandonare la pnma polizza e stipu-
larne una nuova. P er evitar questo ed evitare, quindi, la forma-
zione di riserve negative, l' assicuratore deve badare che, in ogni 
caso, risulti 
Pes) > P. 
Le formale (39) e (39') permettono il calcolo della ri serva mate-
matica, deducendola dal valore attuale degli impegni futuri. Questo 
metodo di calcolo si dice, perciò, prospettiva. 
Si potrebbe desumere il valore della riserva matematica dal va-
lore attuale degli impegni passati, cioè come differenza fra il va-
lore attuale dei premi già pagati dall'assicurato e il valore attuale 
dell'impegno già assolto dall'assicuratore. Questo metodo dicesi, 
l1erciò, retrospettivo. 
Con riferimento alla :6.ne dell' sesimo anno dalla stipulazione del 
contratto, per una persona di età x, il valore attuale degli s premi P"" 
già versati, eguaglia l'importo di un capitale differito di s anni, 
per il quale si sia pagato il premio annuo P",. E poichè per 
una lira di capitale differito il premio annuo è, come sappiamo, 
così, il capitale z cercato si otterrà dalla seguente proporzione: 
sE", 
/
-- : 1 = P", : ::: , 
sa", 
- ~± -
da cui 
D'altra parte, il valore dell'impegno dell a sicnra.Lore, nell'inter-
vallo da IX a x +s, è misurato, alla medesima data di rifel'imento, da 
A 
-E -A(8), 
8 x 
com'è facile riconoscere per la precedente relazione, essendo A 
il valore iniziale dell' impegno e AI'! il valore a ttnalc, cioè a 1-
l'età x + s. 
P erciò, la riserva matematica risulta pari a 
PX./8ax (A ) 
sVx = E - 'E -A(8) , 
S X 8 X 
ovvero 
(40) v - P x . /oax-A + A s x - RE.1: (8), 
o anche 
(40/) (N"'-l-N"'+O- I) P",- AD", sVx = D .-- + A(o). 
",+8 
Basta sostituire in questa formola ad A ed AI') il premio unje-o 
corrispondente alla particolare operazione cui ci si riferisce, 1)(')' 
avere l 'espressione della riserva matematica relativa a quell'ope-
razione, alla fine dell'smo anno di suo vigore. 
L e formole (39) o (39/), relative al metodo prospettivo, o le for-
mole (40) o (40/), relative al metodo retrospettivo, nnchè le basi 
dei calcoli rimangono invariate, riproducono il medesimo valo!'l' 
della riserva. Invel'o, quando si sostituisca ad al.1 il valore a r • 
si ha: 
./a", P:>: 
-Pxax+o=-P", -E = E (/oa",-<l"') ' 
B Z Il r 
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cioè: 
p Px. /sa",-A 
- x 3x .L.....s == ---sEx ' 
epperò le formole (39) e (4:0) s'identificano. 
Riserva matematica del capitale diffe'l·ito. - In particolare, se l 'assicu -
razione è un capitale unitario differito di n anni, il premio annuo è 
ed è 
/ P - "E.c n x - --/nax 
A E D .r ...!-fI = n x = Dx- ' 
A E Dx+" (8 ) = " - 8 X 4-8 = -D ' 
x + s 
• 
perciò la formola (39) o (40) si riduce, -essendo s < n, a 
ovvero 
e infine, 
V.- !nP,' 
8 X - /..Pr ' 
cioè: la riserva matematica del capitale unitario difIerito di n anni, alla 
fine dell' sesimo anno (s < n), è eguale al rapporto del premio n anni al 
premio s anoi. 
61. ])Ietodo ricorrente per il calcolo della riserva matematica. 
}'ormola del Fouret. - Quando si sia classificato l ' insieme delle 
assicurazioni vita intera secondo le età degli assicurati, ogni gruPl)O 
di coetanei potrà considerarsi come un as~icurato solo e per una 
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somma pari alla omma delle singole polizze li l gruppo. Il calcolo 
della riserva matematica, invece che per ogni singola opernziol1e, 
si può fare, allora, senz'altro per l'intero gruppo. 
Se \'(. -1) e VI') indicano le riserve matematiche di uno di questi 
grup]Ji, rispettivamente alla fine dell' (s _l)esilllo e alla fine dùl-
l'smo anno, detti p(,) i premi incassati dall' assicuratore, per quel 
gruppo, al principio dell'anno SIDO, e D I') le omme pagate dall'as-
sicmatore, per i decessi del gruppo, alla fine dell'anno medesimo, 
dovrà essere: 
(-H) (V(S-l) + p(S») = v)JV(S) + vqD(s) 
essendo p e q le 1Jl'obabilità di vita e di morte nell'anno sruo, l' i l 
fattore di sconto e vp, vq rispettivamente il valore, al principio 
dell'anno medesimo, del capitale unitario, differito di un n,nno, o 
di una lira, in caso di morte nell'anno. 
Risolvendo rispetto a \'(8), si ricava 
V(8) = (V (s- l ) + P (8)] (1 + i) - I1D(8) 
)J 
formola ricorrente che permette il calcolo clelle riserve di un anIlO 
sulla base eli quelle dell'anno precedente. 
Questa formola è dovuta al Fow·et. Essa El estensibile a (]lla-
111nque forma di assicurazione. 
62. Assicurazione integrale. Premio di rischio e premio eli ri-
sparmio. - Oompletiamo le considerazioni precedenLi, astraendo dalla 
forma concreta dell 'assicurazione e ammettendo che l'assicuratore riceva P .11> 
al principio dell'anno s, e paghi, alla fine del medesimo anno, SCI) per i 
ca i di sopravvivenza e D(,) per i casi di decesso. La formola (41) divipne 
allora 
da cui, risolvendo rispetto a p (") , si ha: 
p(s) = v [p (VIS) + S 8') + ? D(81 - (l + i) VI -I,J, 
.- 2.:>1 -
ovvero, poichè p = 1 - q, 
Il premio' r imane così decomposto in due parti: 
entra.mbe variabili con s, cioè di anno in anno; e perciò 
Un'assicurazione generale, così concepita, suoi dirsi, con Bortkiewicz, 
assicurazione integrale e, seguendo Bohlmann, diremo Pc<) e PC;). rispetti-
vamente p remio di 1'ischio e p1'emio di 1·ispa1·m'io. 
È importante mettere in evidenza che la capitalizzazione dei premi di 
risparmio forma la riserva matematica, ciò' che ne gi.ustifi ca la definizione. 
Iuvero 
, , 
"E, PC~) (1 + i)s - I'+l = (1 + i)s+1 ,;, (v V iri - V(?'_II) v", 
I l 
ma è inizialmente, come si sa, Vo = 0, perciò si può SCl'lvere: 
3 l-l :-1 
1,;, p(~) (1 + i)S-?'+1 = (1 + i)HI [oHI V(si + "E, vr+ 1 V (1'1 - ~, v?'+1 V(?'I] , 
I I I 
ovvero, l'id ucendo, 
, 
"E p;~) (l + i)S-"+1 = V(SI 
l 
c. v. d. 
La funzione assicuratrice del premio è, pertanto, dovuta solo a quella sua 
parte che si è designata come premio di rischio . E l'assicuratore, che 
versasse questo premio di rischio ad altra compagnia di assicurazione, si 
garentirebbe dp.lla eventuale differenza fra le somme assicurate e le corri-
spondenti riserve matematiche. 
Premio naturale. - In particolare, se S.81 = ° e D(si = 1 sarà: 
- 2·")2 -
e poichè q è la probabilità annuale di morte e l'q è il valore, al )ll'illl'ipio 
dell'anno, di una lira pagabile alla fine dell'anno, in caso di morlt', una 
testa (x), che versa se, al principio di ogni anno, l"lJx+.,-l, per Lulli i Ya-
lori interi di s, avrebbe diritto, alla fine dell'auno in cui muore, al capi! 'llt' 
unitario . 
È perciò che vq dicesi premio naturale. Esso è crescente con l'l'Iii p 
dev'essere 
vqx" < Px < vqx' 
per tutte le età x" < x + X o < x', cioè: fra x e una certa età x + x" il 
premio co~tante sarà maggiore del premio naturale, dopo sarà semprt' 
minore. 
Riassiclwazione. - Abbiamo a()cennato all'eventualità che l'nssicurnLol'p 
versi, pre so altro istituto assicuratore, quella pn,rLe dei premi incassllti 
definita come premio di rischio, per assicurarsi presso queslo istituto, la 
eventuale differenza fra le somme pagate e la riserva matelllaLi('tl" rifel'itp 
al medesimo istante. Questa operazione dicesi, perciò, rias&i(,/{l'azioll/', 
La opportuni tà della riassicl1razione deriva da l fatlo che l'nssi('llrfi t urI', 
mentre garantisce l'assicurato contro un ri schio, va incontro ad un l'ist'hiu, 
contro il quale deve garantirsi: il ri schio cbe, fra le previsioni f"Ltr l' la 
realtà del fenomeno della mortalità, vi siano scarti Il lui sf,worevoli. 
Invece cbe con la riassicurazione, l'a5sicuraLore può raggiungere il me-
desimo intento costituendo una speciale riserva che, appunLo per il fille cui 
serve, suol dirsi ?-iSe1'va eli n'schio o eli ga?'anzia. 
63. Riserva di Zillmer. - Le riserve matematiche sono da in-
tendersi calcolate sui premi puri, cioè nette da ogni c~LricalUeJlto. 
È ovvio, per la (39), che, quanto maggiore ù il valore aLLl'ilmito 
al premio P, tanto minore risulterà la riserva, e viceversa. 
Se la l'i erva fosse calcolata sui premi eli Lariffa, l'assicuratore 
correrebbe l'alea di non poter far fronLe alle Rl)ese fu Lure, He llon 
riuscisse ad assumere un sempre maggior numero di nuovi con-
tratti, perchè le deboli riserve non I!ermetterebbero di far frontp al 
progressivo aumento dei pagamenti, senza un maggior i!lcl'C'men10 
n8110 incasso dei premi. 
rruttavia v'è un limite entro il (juale il calcolo della rit'(~I'va, con 
premi di versi dai pUl'i, può ritener"i legittimo. 
Se si divide l'importo delle spese di acqui;<izione llél' il valore 
attuale dell'annualità vitalizia anticipata, pagabile alle stes,'o cnll-
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dizioni del J..!remio di un'operazione, si costruisce un coefficiente 
di caricamento del premio, che ammortizza la spesa di acquisizione 
nel tempo in cui l 'operazione vige. Questo coefficiente suoI chia-
marsi caricamento iniziale. 
Il premio puro, aumentato di questo caricamento iniziale, suoI 
chiamarsi premio d'inventario, e la riserva, calcolata in base al 
premio d'inventario, dicesi 1"iserva di Zillme1·, da colui che, per 
il primo, ne ha esposto il principio. 
Lo zillme1·a.qgio non è che la sostituzione delle riserve di Zil1mer 
alle riserve pure, nella formazione del bilancio. 
Se V,s) è la riserva di Zillmer, dev'essere, per quel che precede, 
V(S) < Ves). 
Zillmer pone, in ogni caso, 
V(1l = O·, 
con ciò ricava il maggior valore possibile per il premio d'inven-
tario. Se TT è questo valore, dev'essere, per la posizione precedente, 
A(l) - TT a(l) = 0, 
e quindi, se x è l 'età iniziale dell'assicurato, 
A(I) 
TT = - - = P",+I. 
a(l) 
Il caricamento iniziale dev'esser, dunque, al pm eguale a 
Quando queste condizioni sono soddisfatte, non solo lo ziller-
maggio è corretto, ma è da preferire al sistema delle riserve pure. 
64:. Riscatto e riduzione di polizza. - L 'assicurato che abban-
doni la polizza non ha diritto, come valore di riscatto, alla corri-
spondente riserva matematica, la quale intanto ha va.lore di garanzia 
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del rischio, in quanto è parte integrante di un m'allde n/lmero di 
riserve analoghe. Nella pratica, le compagnie di a icurazion 
consentono il riscatto soltanto per a sicmazioni in caso di mort 
e dopo versati almeno tre premi anUllI, e non corrispondono lllai 
più di 3/4 della riserva. 
La l'icZllzione di polizza è un riscatto parziale: l'a sic\1l'nto o 
riduce la somma assicurata e, quindi, in base è1.11a riserva matema-
tica, chiede una congrua riduzione del premio, () non paga nessun 
premio ulteriore e vuoI conoscere la corrisjJondente riduzione dell" 
somma assicurata. 
65. Bilancio tecnico. - Da guanto precede, risulti1. la linca c11e-
matica del bilancio tecnico. Questo vuoI istituiro, ad una clnla 
ejJoca di riferimento, un raffronto fra le somme che dovranno essC'I' 
pagate e quelle che si dovranno inc(1ss(1re, per il fatto delle i1.Sf;i-
cnrazioni in cor'o. È ovvio, pertanto, che, anche quando il bi lancio 
contabile eli un esercizio si chiuda in pareggio o in (1Vi1nZO, non 
è escluso che il bilancio tecnico, alla stessa data, possa presentare 
un deficit. 
L'a, sicuratore, in tal caso, deve correre subito ai ripari, anelo 
eliminare il disavanzo latente ed evitare il fr1.11imento. Il miglior 
riparo possibile, quando su ogni altro elemento della gestione nulla 
vi sia da ridire, è la revisione tecnica delle basi di calcolo (tavoln, 
di mortalità, tasso d'interesse). 
Astraendo da tutto ciò che ha attinenza a possibil.i slJese e ad 
utili eventuali, limitatamente, cioè, alla considerazione dei premi 
puri, gli elementi fond amentali del bilancio sono: 
all'attivo: Patrimonio P (valutato al tasso eli calcolo c1plle ri-
serve); 
al passivo: a) Riserva matematica V delle assicul'<1.zioni Ili 
corso; b) Riserva R di rischio. 
Per l'equilibrio finanziario dev'essere 
P=V+R. 
Se P > V + R si ha profitto; .P P < V SI ha perdita. 
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ESERCIZI 
1. Si calcoli il premio annuo vita intflra e temporaneo per 20 anni, 
nella ipotesi dell'esercizio n. l del § 3. 
2. Si calcoli qual premio annuo occorre pagare durante il periodo di 
differimento, di cui all'esercizio 11. 3 del § 2. 
3. Si calcoli il premio semestrale durante il periodo di differimento, 
di cui all'esercizio n. 5 del § 2. 
4. Una persona avente 24 anni voglia assicurarsi un capitale di L. 18.000 
fra 20 anni, se in vita, oppure, in pari data, una rendita posticipata di 
L. 270 trimestrali, attribuendo la rimanenza del Cl'edito, se ve n'è, come 
premio unico per un'assicurazione in caso di morte. Si calcoli l'entità del 
capitale assicurato in caso di morte dopo i 20 anni, e il premio trimestrale 
per 20 anni, nella ipotesi che i premi siano da restituire agli eredi, se l'assi-
curato muore entro i 20 anni. 
5. Nelle condizioni dell'esercizio precèdente, si calcoli la riserva matema-
t.ica dell'operazione, dopo 12 anni di vigore della polizza, e si determinino 
le riduzioni delle varie entità assicurate, nella ipoteBi che l'assicurato cessi 
da ogni ulteriore pagamento di premi. 
----
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'fA\'. I. 
Valori di commutazione 
[Popolazione italiana (MF) (1901); tasso 4 Ofol. 
• C Dx N .. O .. M .. .t: 
(O) (1) (2) --1-- (3-) -- (J ) (O) 
O 100 000 1 543 373 16 07-1 ;~G 793 O 
1 80 080 1 463 293 5 894,0 20 7Hl,5 1 
2 71 106 1 392 187 2 452,8 l± 82::;,5 2 
3 65 918 l 326 269 1 2-12,9 12 37"3,7 3 
-1 62 140 1 26-1 129 808,79 11 129,8 -1 
5 58 941 1 205 188 510,55 lO 321,0 !i 
6 56 164 1 149 024 408,08 \J 810,W 6 
7 53 595 1 095 429 298,12 9 402,35 7 
8 51 236 1 044 193 230,47 9 104,23 8 
9 -19 035 995 158 189,18 8 873,76 U 
lO 46 960 9-18 198 166,29 8 08-!,[l8 lO 
11 44 987 903 211 141,17 8 5l8,29 11 
12 43 116 860 095 136,94 8 37'7,12 12 
13 -11 321 818 774 129,36 8 240,18 1;~ 
l± 39 602 779 172 143,26 8 110 ,82 11 
15 37 936 Hl 236 149,50 7 !167,5(j 15 
16 ~6 327 70-1 909 156,0:) 7 818,06 16 
17 34 774 670 13.) 165,37 7 662,01 17 
18 33 271 636 864 173,25 7 19O,G4 18 
19 31 818 605 046 179,82 7 32:3,39 ] !) 
20 30 415 374 631 182,99 7 143,57 20 
:H 29 062 545 569 187,35 6 960,58 21 
22 27 757 517 812 186,ll3 6 77:1,23 22 
23 26 503 491 309 179,46 6 587,00 23 
:H 25 304 466 005 172,18 6 '107,54 2-! 
25 24 159 441 846 165,56 6 235,3(: 25 
26 23 064 418 782 1.:>8,50 6 060,80 26 
27 22 018 396 764 151,39 .5 01] ,30 27 
28 21 020 375 7±4 144,62 5 750,!Jl 28 
29 20 067 355 677 138,44 5 615,20 20 
30 19 1.57 336 520 132,82 5 47fj,85 30 
31 I 18 287 318 233 127,42 5 344,03 31 
32 17 4:)6 300 777 122,81 5 2] G,OI 32 
33 lO 662 28-1 115 118/13 5 093,80 33 
3-1 1:) 903 268 212 114,30 4 97.'>,47 31 
-- 2.57 -
Segue TAV. I. 
x DJ: Nx Cx Mx x 
I 
- - I ( l ) - -- <:!) (3) -- (4)- (O) (O) 
3.) 15 177 253 035 110,87 4 86],17 05 
36 14 .,l82 238 553 108,24 .,l 750,30 36 
37 13 817 224 736 106,79 4 6.,l2,06 37 
38 13 179 211 557 105,93 .,l 535,27 38 
39 12 566 198 991 104,15 4 429,34 39 
11, .,lO 11 979 187 012 101,74 4 325,19 40 
.,lI 11 HG 175 596 98,980 4 223,45 41 
.,l2 lO 878 164 718 96,290 4 12.,l,47 42 
.,l3 10 363 154 355 94,366 4 028,18 43 
H 9 870,5 144 48·) 91,5~14 3 933,81 44 
.,l5 9 399,3 135 086 89,551 3 842,22 45 
.,l6 8 948,2 126 137 87,531 3 752,67 46 
-±7 8 516,6 117 621 85,993 3 665,H 47 
48 8 103,0 109 518 86,197 3 579,14 48 
.,l9 7 705,2 101 813 86,537 3 492,95 49 
Il 50 7 322,3 94 490,3 87,13,5 3 406,41 50 
.51 6 953,5 87 536,8 89,377 3 319,28 51 
li 52 6 596,7 80 940,1 89,942 3 229,90 52 53 6 253,0 74 687,1 86,8.,l5 3 139,96 53 
54 5 925,7 68 761,4 85,700 a 053,1 1 54 
.5·) 5 612,1 63 149,3 86,522 2 967,41 55 
56 5 309,7 57 839,6 88,965 2 880,89 56 
37 5 016,5 52 823,1 92,227 2 791,92 57 
58 4 731,3 48 091,8 96,885 2 699,70 58 
59 4 452,5 43 639,3 101,52 2 602,81 59 
60 4 179,7 39 .,l59,6 107,22 2 501,29 60 
61 3 911,7 35 547,9 108,72 2 394,07 61 
62 3 652,6 31 89.5,3 111,21 2 285,35 62 
63 3 400,9 28 494,4 112,87 2 174,14 63 
6.,l 3 137,2 25 3:37,2 113,92 2 061,27 64 
65 2 921 ,9 22 413,3 114,72 1 947 ,35 65 
66 2 694,8 19 720,5 115,00 1 832,63 66 
67 2 476,1 17 244,.,l 114,96 1 717,63 67 
68 2 265,9 14 978, .5 116,68 1 602,67 68 
69 2 062,1 12 916,4 118,42 1 48.3,99 69 
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!::!('!llIe 'l'A Y. I. 
.c Dx N.< Cx i\T)" .r 
(O) (l) 
-, (2) In, ( ~ ) lO) 
70 1 8fì4,4 Il 0.:12.0 120,% 1 3H7';l7 7n 
71 1 61::l,3 
I 
9 379,1 119,82 1 247:!~ 71 
72 1 488,2 7 891,5 118,58 1 127,4] 72 
73 l 312,3 6 579,2 113,;)8 1 008,8:3 73 
74 1 148,3 5 430,8 lO ,31 8n5,251 il 
75 995,82 4 435,0 102,6:3 786,9;)\} 7;) 
76 854,89 3 580,1 96,188 G81 ,i'll() 71ì 
77 725,82 2 854,3 89.1;")7 588,128 ,--( ( 
78 608,75 2 243,6 81,5:n 498,971 ib 
79 503,81 1 741,8 73,494 417,410 79 
80 410,94 1 330,8 65,201 3-13,!H6 HO 
81 329,93 1 000,9 56,838 278,7-15 81 
82 260,40 740,49 48,597 221.n07 8~ 
83 201.79 538,70 40,422 17!1,310 8:1 
84 153,61 385,09 38,092 132,888 8·1 
85 114,61 270,48 26,367 !1B,79G 8i) 
86 83,832 186,65 20,506 73,·120 81ì 
87 60,102 126,:;5 15,.597 :52,923 87 
88 42,193 84,353 Il,588 37,32G 88 
89 28,988 55,365 8,3824 25,713 80 
90 19,490 3.5,875 5,8054 17 ,:161 HO 
91 12,935 22,940 3,9:563 Il ,555 DJ 
92 8,482 14,458 2,6577 7,59n2 !J2 
93 5,498 8,960 1,7788 4,0-115 !l3 
94 3,507 \453 1,1563 :l,1G27 01 
95 2,216 3,237 0,7413 2,00G4 !);, 
96 1,390 1,847 0,489!J 1,26.)1 !)(; 
97 0,846 1,001 0,2n!J8 0,7752 !J7 
98 0,514 0,187 0,1853 0,47:)4 % 
99 0,30fl 0.178 0,1188 0,2flO1 !Ifl 
100 0,178 0,1713 0,1713 100 
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'l-l'AV. Il: 
Valori attuali di are e di Are. 
x aL AL I X I ax Ax 
- «-l) I (O) - --(1-)-- (2) (1) (2) 
O 15,43-! 0,36 793 25 18,289 0,25 810 
1 18,273 25 874 26 18,158 26 317 
2 19,579 20 850 27 18,020 26 8407 
3 20,120 18 769 28 17,876 27 402 
-! 20,343 17 911 29 17,725 27 983 
5 20,447 17 511 30 17,567 28 590 
6 20,4058 17 467 31 17,402 29 223 
. 
7 20,439 17 543 32 17,230 29 884 
8 20,380 17 769 33 17,052 30 571 
9 20,295 18 097 34 16,866 31 286 
lO 20,192 18 494 35 16,672 32 029 
11 20,077 18 935 36 16,472 32 800 
12 19,948 19 429 37 16,265 33 596 
13 19,815 19 942 38 16,053 34 413 
14 19,675 20 480 39 15,836 35 248 
15 19,539 21 003 40 15,612 36 108 
16 19,40!i 21 521 41 15,381 36 996 
17 19,271 22 034 42 15,142 37 915 
18 19,142 22 532 43 14,894 38 869 
19 19,016 23 017 44 14,638 39 854 
20 18,893 23 488 45 14,372 40 877 
21 18,773 23 951 46 14,096 41 937 
22 18,655 24 402 47 13,811 43 036 
23 18,538 24 854 48 13,516 44 170 
24 18,416 25 322 49 13,214 45 333 
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Se.Que T". 11. 
x a.c Az x ax Ar 
~ (1) (2 (0)- - (1) (2) 
50 12,904 0,46 521 75 4,453 0,79 024 
51 12,589 47 735 76 4,188 80 04' 
:)2 12,270 48 962 77 3,9B3 Rl 0~9 
53 11,944 50 215 78 3,689 81 967 
54 11 ,604 51 528 79 3,4:)7 8~ 8li7 
55 11 ,252 :)2 876 80 3,238 8::l 60!l 
56 10,893 54 258 I 81 3,034 8[ '* 7 
57 10,530 55 654 
l 
82 2,844 8!i 218 
58 10,164 57 061 83 2,670 8:1 H81ì 
59 0,80 1 58 457 84 2,:)07 8G [,I:J 
60 9,441 59 843 85 2,360 87 076 
61 9,087 61 203 86 2,226 87 501 
62 8,732 62 568 87 2,106 88 054 
63 8,379 63 929 88 1,909 88 465 
64 8,025 65 289 89 1,9J O 88 808 
65 7,672 66 647 90 J ,841 89 071 
66 7,318 68 008 91 1,773 8D :l33 
67 6,964 69 368 92 1,705 89 59!) 
68 6,610 70 729 93 J ,630 SD 883 
69 6,264 72 063 94 1,555 90 172 
70 I 5,928 73 353 95 1,461 90 5:3~ 
71 5,609 74 581 96 1,329 DI 027 
72 5,303 75 758 l, 97 1,183 !) J :ifJ!) 
73 5,013 76 872 98 0,948 92 4D3 
74 4,729 77 963 99 0,r,77 9:1 92(J 
ERRATA-CORRIGE 
Pagina Linea Invece di si legga 
1 14 si definisce si definisca 
22 23 associandole associandola 
q 9 
42 20 e 25 1; 1; 
l l 
43 3 N <p -+ 109 
74 ultima a{3 < ~a a{3 > ~a 
87 3 sono equivalenti sono anche equivalenti 
125 13 e 18 (1 + i)-l (1 + i)r-l 
" 
n 
174 penultima 1;,hu 1;, hll, 
181 quintultima ,w p, w,p, 
217 l" della nota Queste tavole e le suc- Questa tavola e la suc-
cessi ve cessLva 
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